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课前习题

线性代数习题（齐次线性方程组）

求下列齐次线性方程组的基础解系，并给出该齐次线性方程组的解的结构。
x1 + x2 + x3 + x4 = 0,

2x1 − 2x2 + 2x3 − 2x4 = 0,

x1 + x3 = 0.
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课前习题解答

线性代数习题（齐次线性方程组）

求下列齐次线性方程组的基础解系，并给出该齐次线性方程组的解的结构。
x1 + x2 + x3 + x4 = 0,

2x1 − 2x2 + 2x3 − 2x4 = 0,

x1 + x3 = 0.
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课前习题解答

解解解：：： 该齐次线性方程组的系数矩阵为

A =

1 1 1 1
2 −2 2 −2
1 0 1 0

 .

对 A 作初等行变换：1 1 1 1
2 −2 2 −2
1 0 1 0

 R2←R2−2R1
R3←R3−R1−−−−−−−−→

1 1 1 1
0 −4 0 −4
0 −1 0 −1


R2←− 1

4R2

R3←R3+R2−−−−−−−−→

1 1 1 1
0 1 0 1
0 0 0 0

 R1←R1−R2−−−−−−−−→

1 0 1 0
0 1 0 1
0 0 0 0

 .
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课前习题解答

因而原方程组等价于 {
x1 + x3 = 0,

x2 + x4 = 0.

令自由变量 x3 = s, x4 = t，则

x1 = −s, x2 = −t, x3 = s, x4 = t.

因此通解为

α =


x1

x2

x3

x4

 = s


−1
0
1
0

+ t


0
−1
0
1

 , s, t ∈ R.
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课前习题解答

所以，该齐次线性方程组的一组基础解系为

−1
0
1
0

 ,


0
−1
0
1


 , dimS = 2.
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1. 集合、数域、映射
集集集合合合，，，集集集合合合的的的运运运算算算封封封闭闭闭

【【【定定定义义义1-1】】】集集集合合合与与与元元元素素素

集集集合合合 (Set) 是具有某种特定性质的、互不相同的对象的总体；这些对象称为集合的元元元素素素。

例1-1：集合与元素

能否写出刚才的习题中，对应的集合和元素。
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1. 集合、数域、映射
集集集合合合，，，集集集合合合的的的运运运算算算封封封闭闭闭

【【【定定定义义义1-2】】】运运运算算算封封封闭闭闭性性性

当一个集集集合合合对于某种运运运算算算具有封封封闭闭闭性性性时，指对该集合中的任意元素进行该运算后，得到的结
果仍然在这个集合之中。
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1. 集合、数域、映射
数数数域域域的的的定定定义义义与与与例例例子子子

【【【定定定义义义1-3】】】数数数域域域

一个包含 0 和 1 的非空集合 K，如果对加法、减法、乘法和除法（除数不为 0）都封闭，则
称 K 为一个数数数域域域 (Field)。

例1-2：含
√
2 的数域

判断集合
K = {a+ b

√
2 | a, b ∈ Q}

是否构成一个数域。
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1. 集合、数域、映射
数数数域域域的的的定定定义义义与与与例例例子子子

例1-2：含
√
2 的数域

判断集合
K = {a+ b

√
2 | a, b ∈ Q}

是否构成一个数域。

解解解：：： 集合 K 构成一个数域。下面以乘法封闭性为例：

(1 + 2
√
2)(3−

√
2) = 3−

√
2 + 6

√
2− 4 = −1 + 5

√
2.

其中 −1 ∈ Q, 5 ∈ Q，所以结果仍在 K 中。
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1. 集合、数域、映射
数数数域域域的的的定定定义义义与与与例例例子子子

例1-3：常见数集是否为数域

常见数集 N (自然数), Z (整数), Q (有理数), R (实数), C (复数)是不是数域？
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1. 集合、数域、映射
映映映射射射的的的基基基本本本概概概念念念与与与例例例子子子

【【【定定定义义义1-4】】】映映映射射射

设 A,B 是两个非空集合。若存在一个法则 f，使得对任意 x ∈ A，在 B 中都有唯一确定的
元素 y 与之对应，则称 f 为从 A 到 B 的映映映射射射，记作

f : A→ B, y = f(x).

其中，y 称为 x 在 f 下的像像像。给定 y ∈ B，集合

f−1({y}) = {x ∈ A | f(x) = y}

称为 y 的原原原像像像集集集合合合。若 A = B，则称 f 为 A 上的变变变换换换。
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1. 集合、数域、映射
映映映射射射的的的基基基本本本概概概念念念与与与例例例子子子

【【【定定定义义义1-5】】】单单单射射射、、、满满满射射射与与与双双双射射射

设 f : A→ B。

若对任意 x1, x2 ∈ A，f(x1) = f(x2) 蕴含 x1 = x2，则称 f 为单单单射射射；

若对任意 y ∈ B，都存在 x ∈ A 使得 f(x) = y，即 f(A) = B，则称 f 为满满满射射射；

若 f 既是单射又是满射，则称 f 为双双双射射射。
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1. 集合、数域、映射
映映映射射射的的的基基基本本本概概概念念念与与与例例例子子子

从左至右依次为：单单单射射射（右侧可有未被映到的元素）、满满满射射射（允许多个原像）、双双双射射射。
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1. 集合、数域、映射
映映映射射射的的的基基基本本本概概概念念念与与与例例例子子子

【【【定定定义义义1-6】】】线线线性性性性性性与与与线线线性性性映映映射射射

设 V,W 是同一数域 K 上的线性空间，f : V →W。若对任意 α,β ∈ V 及任意 k, l ∈ K，有

f
(
(k ⊙α)⊕ (l ⊙ β)

)
=

(
k ⊙ f(α)

)
⊕

(
l ⊙ f(β)

)
,

则称 f 具有线线线性性性性性性，并称 f 为从 V 到 W 的线线线性性性映映映射射射。
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1. 集合、数域、映射
映映映射射射的的的基基基本本本概概概念念念与与与例例例子子子

【【【定定定义义义1-7】】】幂幂幂等等等性性性

设 T : V → V 是 V 上的一个变换。若对任意 α ∈ V，有

T 2(α) = T (T (α)) = T (α),

则称 T 具有幂幂幂等等等性性性，或称 T 为幂幂幂等等等变变变换换换。若 T 同时是线性映射，则称 T 为幂幂幂等等等线线线性性性变变变换换换。
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1. 集合、数域、映射
映映映射射射的的的基基基本本本概概概念念念与与与例例例子子子

例1-4：有限集合上的映射

设 A = {1, 2, 3}，B = {a, b, c, d}。定义映射 f : A→ B，使得

f(1) = a, f(2) = b, f(3) = c.

指出 1 的像，并写出映射 f 的值域。
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1. 集合、数域、映射
映映映射射射的的的基基基本本本概概概念念念与与与例例例子子子

例1-4：有限集合上的映射

设 A = {1, 2, 3}，B = {a, b, c, d}。定义映射 f : A→ B，使得

f(1) = a, f(2) = b, f(3) = c.

指出 1 的像，并写出映射 f 的值域。

解解解：：： 1 的像为 a。映射 f 的值域是 {a, b, c}。
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1. 集合、数域、映射
映映映射射射的的的基基基本本本概概概念念念与与与例例例子子子

例1-5：R2 中的矩阵映射

设

A =

(
1 2
3 4

)
, f : R2 → R2, f(α) = Aα.

• 求向量

(
1
−1

)
在映射 f 下的像；

• 判断 f 是否为线性映射；

• 判断 f 是否为单射、满射和双射。
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1. 集合、数域、映射
映映映射射射的的的基基基本本本概概概念念念与与与例例例子子子

例1-5：R2 中的矩阵映射

设

A =

(
1 2
3 4

)
, f : R2 → R2, f(α) = Aα.

• 求向量

(
1
−1

)
在映射 f 下的像；

• 判断 f 是否为线性映射；

• 判断 f 是否为单射、满射和双射。
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1. 集合、数域、映射
映映映射射射的的的基基基本本本概概概念念念与与与例例例子子子

解解解：：：

•

f

((
1
−1

))
=

(
1 2
3 4

)(
1
−1

)
=

(
−1
−1

)
.

• 对任意 α,β ∈ R2 及任意实数 k, l，有

f(kα+ lβ) = A(kα+ lβ) = kAα+ lAβ = kf(α) + lf(β).

故 f 是线性映射。
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1. 集合、数域、映射
映映映射射射的的的基基基本本本概概概念念念与与与例例例子子子

•

detA =

∣∣∣∣1 2
3 4

∣∣∣∣ = −2 ̸= 0,

故 A 可逆。若 f(α) = f(β)，则 A(α− β) = 0；左乘 A−1 得 α = β，故 f 为单射。对任
意 γ ∈ R2，取 α = A−1γ，则 f(α) = γ，故 f 为满射。因此 f 是双射。
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1. 集合、数域、映射
映映映射射射的的的基基基本本本概概概念念念与与与例例例子子子

例1-6：Rn 中的矩阵映射

设 A 是一个给定的 n 阶实方阵，定义映射 f : Rn → Rn 为

f(α) = Aα, ∀α ∈ Rn.

判断该映射是否为线性映射，以及是否为单射、满射和双射。
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1. 集合、数域、映射
映映映射射射的的的基基基本本本概概概念念念与与与例例例子子子

例1-7：Rn 中的投影映射

在 Rn 中，设 β ∈ Rn 是一个给定的非零固定向量。定义映射 f : Rn → Rn 为

f(α) =
(α,β)

(β,β)
β, ∀α ∈ Rn.

说明该映射的几何意义，并计算一个具体投影。
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1. 集合、数域、映射
映映映射射射的的的基基基本本本概概概念念念与与与例例例子子子

例1-7：Rn 中的投影映射

在 Rn 中，设 β ∈ Rn 是一个给定的非零固定向量。定义映射 f : Rn → Rn 为

f(α) =
(α,β)

(β,β)
β, ∀α ∈ Rn.

说明该映射的几何意义，并计算一个具体投影。
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1. 集合、数域、映射
映映映射射射的的的基基基本本本概概概念念念与与与例例例子子子

解解解：：： 其中 (·, ·) 表示向量 Rn 上的标准内积。此映射 f 将任意向量 α 投影到固定向量 β 所在直
线上。

• 线线线性性性性性性：由内积的双线性性可知，f 是一个线性映射。即：

f(k1α1 + k2α2) = k1f(α1) + k2f(α2).

• 幂幂幂等等等性性性：投影后再投影，结果不变：

f(f(α)) = f(α).

因此 f ◦ f = f。
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1. 集合、数域、映射
映映映射射射的的的基基基本本本概概概念念念与与与例例例子子子

在 R2 中，取固定向量 β =

(
2
0

)
，考虑向量 α =

(
3
4

)
。计算其投影：

(α,β) = 3× 2 + 4× 0 = 6,

(β,β) = 2× 2 + 0× 0 = 4,

f(α) =
6

4

(
2
0

)
= 3

(
1
0

)
=

(
3
0

)
.

投影结果

(
3
0

)
正是 α 在 x 轴（β 方向）上的正交投影。

Jingbo Xia 线性空间与线性变换 2026秋——人工智能2401/2402 29 / 235



1. 集合、数域、映射
映映映射射射的的的基基基本本本概概概念念念与与与例例例子子子

小小小结结结：正交投影映射 f 是满足幂等性的线性映射，它反映了将高维向量“压缩”到低维子空间（此
处为一维直线）的基本操作，是几何与代数结合的典范。
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2. 线性空间
从从从齐齐齐次次次线线线性性性方方方程程程组组组的的的解解解向向向量量量集集集合合合说说说起起起

考虑一个包含 m 个方程、n 个未知数的齐次线性方程组：

Aα = 0

其中：

A = (aij)m×n 是一个 m× n 的系数矩阵： A =


a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
...

...
. . .

...
am1 am2 · · · amn


α = (x1, x2, . . . , xn)

⊤ 是 n 维未知数向量：

0 = (0, 0, . . . , 0)⊤ 是 m 维零向量
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2. 线性空间
从从从齐齐齐次次次线线线性性性方方方程程程组组组的的的解解解向向向量量量集集集合合合说说说起起起

方方方程程程组组组的的的详详详尽尽尽展展展开开开形形形式式式
将矩阵方程 Aα = 0 展开为传统的线性方程组形式：

a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn = 0

a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn = 0

...

am1x1 + am2x2 + · · ·+ amnxn = 0

或者更紧凑地，对于每个 i = 1, 2, . . . ,m，有：

n∑
j=1

aijxj = 0 (i = 1, 2, . . . ,m)
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2. 线性空间
从从从齐齐齐次次次线线线性性性方方方程程程组组组的的的解解解向向向量量量集集集合合合说说说起起起

命题2-1：解向量的集合满足加法和数乘的运算封闭性

记该齐次线性方程组的解集为：
S = {α ∈ Rn | Aα = 0}

可以验证， S 对向量加法和数乘运算封闭，且包含零向量。
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2. 线性空间
从从从齐齐齐次次次线线线性性性方方方程程程组组组的的的解解解向向向量量量集集集合合合说说说起起起

命命命题题题2-1(1) 加加加法法法封封封闭闭闭性性性
设 α,β ∈ S，即 Aα = 0 且 Aβ = 0。
考虑 α+ β：

A(α+ β) = Aα+Aβ = 0+ 0 = 0

因此 α+ β ∈ S，加法封闭性得证。
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2. 线性空间
从从从齐齐齐次次次线线线性性性方方方程程程组组组的的的解解解向向向量量量集集集合合合说说说起起起

命命命题题题2-1(2). 数数数乘乘乘封封封闭闭闭性性性
设 α ∈ S（即 Aα = 0），k ∈ R 为任意标量。
考虑 kα：

A(kα) = k(Aα) = k0 = 0

因此 kα ∈ S，数乘封闭性得证。

命命命题题题2-1(3). 零零零向向向量量量属属属于于于S
显然有 A0 = 0，故 0 ∈ S。
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2. 线性空间
从从从齐齐齐次次次线线线性性性方方方程程程组组组的的的解解解向向向量量量集集集合合合说说说起起起

命题2-2：解空间虽包含无穷多向量，但可由有限个线性无关的向量生成

设齐次线性方程组 Aα = 0 的解空间为 S，且系数矩阵 A 的秩 rank(A) = r。
若 r < n，则解空间 S 是无限集，但存在由 n− r 个解向量 ξ1, ξ2, . . . , ξn−r 构成的基基基础础础解解解系系系，满
足：

• ξ1, ξ2, . . . , ξn−r 线线线性性性无无无关关关；

• S 中任一解向量 α 均可由它们线线线性性性表表表出出出，即存在常数 k1, k2, . . . , kn−r，使得

α = k1ξ1 + k2ξ2 + · · ·+ kn−rξn−r.

命命命题题题2-2(1). 解解解向向向量量量集集集合合合中中中包包包含含含无无无穷穷穷个个个元元元素素素
当 r < n 时，方程组有自由未知量。对自由未知量任意赋值，都能得到相应的解向量。由于自由未
知量可在实数域内任意取值，故解向量有无限多个。
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2. 线性空间
从从从齐齐齐次次次线线线性性性方方方程程程组组组的的的解解解向向向量量量集集集合合合说说说起起起

命命命题题题2-2(2). 基基基础础础解解解系系系的的的构构构造造造与与与线线线性性性无无无关关关性性性
通过高斯消元法将系数矩阵化为行最简形后，可构造出 n− r 个特解：

依次令一个自由未知量为 1，其余自由未知量为 0。

回代求得相应主元的值，由此得到解向量 ξ1, ξ2, . . . , ξn−r。

由构造方法可知，这些解向量对应的自由未知量分量构成的向量组是单位坐标向量组，因此它们是
线性无关的。
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2. 线性空间
从从从齐齐齐次次次线线线性性性方方方程程程组组组的的的解解解向向向量量量集集集合合合说说说起起起

命命命题题题2-2(3). 任任任意意意解解解向向向量量量可可可由由由基基基础础础解解解系系系线线线性性性表表表出出出
设 α = (c1, c2, . . . , cn)

⊤ 是 S 中的任意一个解向量，其自由未知量的取值记为 k1, k2, . . . , kn−r。
考虑向量 β = k1ξ1 + k2ξ2 + · · ·+ kn−rξn−r。

首先，β 是 ξi 的线性组合，而 ξi 均为解向量，根据解向量集合S的封闭性，β ∈ S。

其次，β 的自由未知量取值恰好也是 k1, k2, . . . , kn−r。

由于一个解向量由其自由未知量的取值唯一确定，因此必有 α = β，即 α 可由基础解系线性表出。
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2. 线性空间
从从从齐齐齐次次次线线线性性性方方方程程程组组组的的的解解解向向向量量量集集集合合合说说说起起起

齐齐齐次次次线线线性性性方方方程程程组组组解解解空空空间间间：：：命命命题题题总总总结结结

命题2-1：解向量的集合满足加法和数乘的运算
封闭性

齐次线性方程组 Aα = 0 的解集

S = {α ∈ Rn | Aα = 0}

对加法和数乘封闭，且包含零向量。
验验验证证证要要要点点点：：：

• 加法封闭性；

• 数乘封闭性；

• 零向量属于 S。

命题2-2：解空间虽包含无穷多向量，但可由有
限个线性无关的向量生成

若 rank(A) = r < n，则 S 中有无穷多个向量；
但存在 n− r 个线性无关的解向量构成基础解
系，且任一解向量均可由其线性表出。
验验验证证证要要要点点点：：：

• 解向量集合中包含无穷个元素；

• 基础解系的构造与线性无关性；

• 任意解向量可由基础解系线性表出。

Jingbo Xia 线性空间与线性变换 2026秋——人工智能2401/2402 42 / 235



2. 线性空间
从从从齐齐齐次次次线线线性性性方方方程程程组组组的的的解解解向向向量量量集集集合合合说说说起起起

例2-1：齐次线性方程组的基础解系

考虑齐次线性方程组： {
x1 + x2 + x3 + x4 = 0

2x1 + 2x2 + 2x3 + 2x4 = 0

求该方程组的一组基础解系。
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2. 线性空间
从从从齐齐齐次次次线线线性性性方方方程程程组组组的的的解解解向向向量量量集集集合合合说说说起起起

例2-1：齐次线性方程组的基础解系

考虑齐次线性方程组： {
x1 + x2 + x3 + x4 = 0

2x1 + 2x2 + 2x3 + 2x4 = 0

求该方程组的一组基础解系。
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2. 线性空间
从从从齐齐齐次次次线线线性性性方方方程程程组组组的的的解解解向向向量量量集集集合合合说说说起起起

解解解：：：其系数矩阵的秩为 r = 1（两方程线性相关），实际仅有一个有效方程 x1+x2+x3+x4 = 0。
未知数个数 n = 4，故自由变量个数 n− r = 3。
求求求解解解过过过程程程 选取 x2, x3, x4 为自由变量，将原方程改写为 x1 = −x2 − x3 − x4。基础解系应包含 3
个线性无关的解向量，通过依次令一个自由变量为 1、其余为 0 来构造：

1. 令 (x2, x3, x4) = (1, 0, 0)，得 ξ1 =


−1
1
0
0

 2. 令 (x2, x3, x4) = (0, 1, 0)，得 ξ2 =


−1
0
1
0

 3. 令

(x2, x3, x4) = (0, 0, 1)，得 ξ3 =


−1
0
0
1


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2. 线性空间
从从从齐齐齐次次次线线线性性性方方方程程程组组组的的的解解解向向向量量量集集集合合合说说说起起起

验验验证证证与与与结结结论论论 向量组 ξ1, ξ2, ξ3 线性无关（其后三个分量构成单位矩阵），且方程组的任意解 α 均
可表示为它们的线性组合：

α = k1ξ1 + k2ξ2 + k3ξ3 =


−k1 − k2 − k3

k1
k2
k3

 , k1, k2, k3 ∈ R

因此，{ξ1, ξ2, ξ3} 构成该一组基础解系。

Jingbo Xia 线性空间与线性变换 2026秋——人工智能2401/2402 46 / 235



请请请总总总结结结和和和回回回顾顾顾本本本节节节学学学习习习的的的内内内容容容。。。

请请请勤勤勤加加加习习习题题题练练练习习习。。。



1 集合、数域、映射 8

2 线性空间 32
从齐次线性方程组的解向量集合说起 33
线性空间（向量空间）的定义与例子 48
空间的基 68
基与坐标、基变换与坐标变换 87
线性子空间 127
子空间的交与和 143

3 线性变换 154

Jingbo Xia 线性空间与线性变换 2026秋——人工智能2401/2402 48 / 235



2. 线性空间及其性质
线线线性性性空空空间间间（（（向向向量量量空空空间间间）））的的的定定定义义义与与与例例例子子子

【【【定定定义义义2-1】】】线线线性性性空空空间间间

设 V 是一个非空集合，K 是一个数域。在 V 上定义两种运算：

⊕ : V × V → V, (α,β) 7→ α⊕ β; ⊙ : K × V → V, (k,α) 7→ k ⊙α.

若以下八条公理对任意 α,β,γ ∈ V 及任意 k, l ∈ K 成立，则称 V 是数域 K 上的线线线性性性空空空间间间
(Vector Space)。
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2. 线性空间及其性质
线线线性性性空空空间间间（（（向向向量量量空空空间间间）））的的的定定定义义义与与与例例例子子子

线线线性性性空空空间间间八八八条条条公公公理理理

加法公理

• 加加加法法法交交交换换换律律律: α⊕ β = β ⊕α
• 加加加法法法结结结合合合律律律: (α⊕ β)⊕ γ = α⊕ (β ⊕ γ)
• 零零零元元元存存存在在在: 存在 O ∈ V，使得 α⊕O = α
• 负负负元元元存存存在在在: 对每个 α ∈ V，存在 −α ∈ V，使得 α⊕ (−α) = O

数乘公理

• 数数数乘乘乘单单单位位位元元元: 1⊙α = α，其中 1 是 K 中的乘法单位元。
• 数数数乘乘乘结结结合合合律律律: k ⊙ (l ⊙α) = (kl)⊙α

分配律

• 数数数乘乘乘对对对向向向量量量加加加法法法的的的分分分配配配律律律: k ⊙ (α⊕ β) = (k ⊙α)⊕ (k ⊙ β)
• 数数数乘乘乘对对对标标标量量量加加加法法法的的的分分分配配配律律律: (k + l)⊙α = (k ⊙α)⊕ (l ⊙α)
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2. 线性空间及其性质
线线线性性性空空空间间间（（（向向向量量量空空空间间间）））的的的定定定义义义与与与例例例子子子

例2-2：齐次方程组的解向量集合

上节中的解向量集合 S 对向量的普通加法和数乘，是否构成线性空间？为什么？
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2. 线性空间及其性质
线线线性性性空空空间间间（（（向向向量量量空空空间间间）））的的的定定定义义义与与与例例例子子子

例2-3：多项式空间

设系数在数域 K 上的全体多项式集合为

P [x] = {a0 + a1x+ · · ·+ anx
n | n ∈ N0, ai ∈ K}.

判断系数在数域 K 上的全体多项式集合 P [x] 是否构成数域 K 上的线性空间。
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2. 线性空间及其性质
线线线性性性空空空间间间（（（向向向量量量空空空间间间）））的的的定定定义义义与与与例例例子子子

例2-3：多项式空间

设系数在数域 K 上的全体多项式集合为

P [x] = {a0 + a1x+ · · ·+ anx
n | n ∈ N0, ai ∈ K}.

判断系数在数域 K 上的全体多项式集合 P [x] 是否构成数域 K 上的线性空间。

解解解：：： 在 P [x] 上取通常的多项式加法和数乘：

(p⊕ q)(x) = p(x) + q(x), (k ⊙ p)(x) = kp(x).

设

p(x) =

m∑
i=0

aix
i, q(x) =

n∑
i=0

bix
i, ai, bi ∈ K.
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2. 线性空间及其性质
线线线性性性空空空间间间（（（向向向量量量空空空间间间）））的的的定定定义义义与与与例例例子子子

将系数补零至同一最高次数 r = max{m,n}。于是

(p⊕ q)(x) =

r∑
i=0

(ai + bi)x
i ∈ P [x],

因为 ai + bi ∈ K；并且，对任意 k ∈ K，

(k ⊙ p)(x) =

m∑
i=0

(kai)x
i ∈ P [x],

因为 kai ∈ K。故 P [x] 对加法和数乘都封闭。
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2. 线性空间及其性质
线线线性性性空空空间间间（（（向向向量量量空空空间间间）））的的的定定定义义义与与与例例例子子子

以下逐一验证线性空间的八条公理。任取 p, q, h ∈ P [x] 及 k, l ∈ K：

• 加加加法法法交交交换换换律律律：：：
p⊕ q = p+ q = q + p = q ⊕ p.

• 加加加法法法结结结合合合律律律：：：
(p⊕ q)⊕ h = (p+ q) + h = p+ (q + h) = p⊕ (q ⊕ h).
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2. 线性空间及其性质
线线线性性性空空空间间间（（（向向向量量量空空空间间间）））的的的定定定义义义与与与例例例子子子

• 零零零元元元存存存在在在：：： 零多项式 0(x) = 0 属于 P [x]，且

p⊕ 0 = p+ 0 = p.

所以
O = 0

• 负负负元元元存存存在在在：：： −p(x) =
∑m

i=0(−ai)xi ∈ P [x]，且

p⊕ (−p) = p+ (−p) = 0.
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2. 线性空间及其性质
线线线性性性空空空间间间（（（向向向量量量空空空间间间）））的的的定定定义义义与与与例例例子子子

• 数数数乘乘乘单单单位位位元元元：：：
1⊙ p = 1p = p.

• 数数数乘乘乘结结结合合合律律律：：：
k ⊙ (l ⊙ p) = k(lp) = (kl)p = (kl)⊙ p.
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2. 线性空间及其性质
线线线性性性空空空间间间（（（向向向量量量空空空间间间）））的的的定定定义义义与与与例例例子子子

• 数数数乘乘乘对对对向向向量量量加加加法法法的的的分分分配配配律律律：：：

k ⊙ (p⊕ q) = k(p+ q) = kp+ kq = (k ⊙ p)⊕ (k ⊙ q).

• 数数数乘乘乘对对对标标标量量量加加加法法法的的的分分分配配配律律律：：：

(k + l)⊙ p = (k + l)p = kp+ lp = (k ⊙ p)⊕ (l ⊙ p).

因此，P [x] 满足线性空间的全部公理，是数域 K 上的线性空间。
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2. 线性空间及其性质
线线线性性性空空空间间间（（（向向向量量量空空空间间间）））的的的定定定义义义与与与例例例子子子

例2-4：次数等于 n 的多项式集合

判断数域 K 上次数等于 n 的多项式集合是否构成线性空间。
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2. 线性空间及其性质
线线线性性性空空空间间间（（（向向向量量量空空空间间间）））的的的定定定义义义与与与例例例子子子

例2-4：次数等于 n 的多项式集合

判断数域 K 上次数等于 n 的多项式集合是否构成线性空间。

解解解：：： 该集合不构成线性空间。例如，当 n = 2 时，

(x2 + x) + (−x2 + 1) = x+ 1,

其次数为 1，不等于 2，因此对加法不封闭。
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2. 线性空间及其性质
线线线性性性空空空间间间（（（向向向量量量空空空间间间）））的的的定定定义义义与与与例例例子子子

例2-5：R>0 上的非常规线性空间

令 V = R>0 = {a ∈ R | a > 0}。对任意 a, b ∈ V 及任意 k ∈ R，定义两种运算

a⊕ b = ab, k ⊙ a = ak.

判断 V 在运算 ⊕ 与 ⊙ 下是否构成实数域 R 上的线性空间。
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2. 线性空间及其性质
线线线性性性空空空间间间（（（向向向量量量空空空间间间）））的的的定定定义义义与与与例例例子子子

例2-5：R>0 上的非常规线性空间

令 V = R>0 = {a ∈ R | a > 0}。对任意 a, b ∈ V 及任意 k ∈ R，定义两种运算

a⊕ b = ab, k ⊙ a = ak.

判断 V 在运算 ⊕ 与 ⊙ 下是否构成实数域 R 上的线性空间。

解解解：：： 构成。首先，若 a, b > 0，则 a⊕ b = ab > 0；若 a > 0、k ∈ R，则

k ⊙ a = ak = ek ln a > 0.

故两种运算均封闭于 V。
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2. 线性空间及其性质
线线线性性性空空空间间间（（（向向向量量量空空空间间间）））的的的定定定义义义与与与例例例子子子

以下逐一验证八条公理。任取 a, b, c ∈ V 及 k, l ∈ R：
• 加加加法法法交交交换换换律律律：：：

a⊕ b = ab = ba = b⊕ a.

• 加加加法法法结结结合合合律律律：：：
(a⊕ b)⊕ c = (ab)c = a(bc) = a⊕ (b⊕ c).
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2. 线性空间及其性质
线线线性性性空空空间间间（（（向向向量量量空空空间间间）））的的的定定定义义义与与与例例例子子子

• 零零零元元元存存存在在在：：： 取 OV = 1，则
a⊕OV = a · 1 = a.

• 负负负元元元存存存在在在：：： 对任意 a ∈ V，a−1 > 0，且

a⊕ a−1 = aa−1 = 1 = OV .
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2. 线性空间及其性质
线线线性性性空空空间间间（（（向向向量量量空空空间间间）））的的的定定定义义义与与与例例例子子子

• 数数数乘乘乘单单单位位位元元元：：：
1⊙ a = a1 = a.

• 数数数乘乘乘结结结合合合律律律：：：
k ⊙ (l ⊙ a) = k ⊙ al = (al)k = alk = (kl)⊙ a.
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2. 线性空间及其性质
线线线性性性空空空间间间（（（向向向量量量空空空间间间）））的的的定定定义义义与与与例例例子子子

• 数数数乘乘乘对对对向向向量量量加加加法法法的的的分分分配配配律律律：：：

k ⊙ (a⊕ b) = (ab)k = akbk = (k ⊙ a)⊕ (k ⊙ b).

• 数数数乘乘乘对对对标标标量量量加加加法法法的的的分分分配配配律律律：：：

(k + l)⊙ a = ak+l = akal = (k ⊙ a)⊕ (l ⊙ a).

因此，V = R>0 在所定义的 ⊕ 与 ⊙ 下满足线性空间的全部公理。
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2. 线性空间
空空空间间间的的的基基基—线线线性性性相相相关关关与与与线线线性性性无无无关关关

【【【定定定义义义2-2】】】线线线性性性相相相关关关与与与线线线性性性无无无关关关

线线线性性性相相相关关关 (Linearly Dependent)：存在不全为零的系数 ki ∈ K，使得
(k1 ⊙α1)⊕ · · · ⊕ (kn ⊙αn) = O，此时称 α1, · · · ,αn 线性相关。

线线线性性性无无无关关关 (Linearly Independent)：只有当所有系数 ki = 0 时，才有
(k1 ⊙α1)⊕ · · · ⊕ (kn ⊙αn) = O，此时称 α1, · · · ,αn 线性无关。
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2. 线性空间
空空空间间间的的的基基基—线线线性性性相相相关关关与与与线线线性性性无无无关关关

左：线线线性性性相相相关关关，两个向量共线；右：线线线性性性无无无关关关，两个方向张成平面。
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2. 线性空间
空空空间间间的的的基基基—线线线性性性相相相关关关与与与线线线性性性无无无关关关

例2-6：数组空间中的向量

在 R3 中，考察向量组：

α1 =

 1
2
−1

 , α2 =

3
2
4

 , α3 =

 3
−2
11

 .

问：该向量组是否线性相关？
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2. 线性空间
空空空间间间的的的基基基—线线线性性性相相相关关关与与与线线线性性性无无无关关关

例2-6：数组空间中的向量

在 R3 中，考察向量组：

α1 =

 1
2
−1

 , α2 =

3
2
4

 , α3 =

 3
−2
11

 .

问：该向量组是否线性相关？
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2. 线性空间
空空空间间间的的的基基基—线线线性性性相相相关关关与与与线线线性性性无无无关关关

解解解：：： 考虑方程 k1α1 + k2α2 + k3α3 = 0，即：

k1

 1
2
−1

+ k2

3
2
4

+ k3

 3
−2
11

 =

0
0
0


这等价于一个关于 k1, k2, k3 的齐次线性方程组：

k1 + 3k2 + 3k3 = 0

2k1 + 2k2 − 2k3 = 0

−k1 + 4k2 + 11k3 = 0
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2. 线性空间
空空空间间间的的的基基基—线线线性性性相相相关关关与与与线线线性性性无无无关关关

对系数矩阵进行行化简（过程略），可以发现其秩小于3，方程组存在非零解。例如，可以解得一
组非零解为 (k1, k2, k3) = (3,−2, 1)。经验证：

3α1 − 2α2 + 1α3 = 0

因此，该向量组线性相关。
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2. 线性空间
空空空间间间的的的基基基—线线线性性性相相相关关关与与与线线线性性性无无无关关关

例2-7：多项式空间中的向量

考虑次数不超过 2 的实系数多项式空间 P2[t]，考察向量（多项式）：

p1(t) = 1 + 2t− t2, p2(t) = 3 + 2t+ 4t2, p3(t) = 3− 2t+ 11t2.

问：该多项式向量组是否线性相关？
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2. 线性空间
空空空间间间的的的基基基—线线线性性性相相相关关关与与与线线线性性性无无无关关关

例2-7：多项式空间中的向量

考虑次数不超过 2 的实系数多项式空间 P2[t]，考察向量（多项式）：

p1(t) = 1 + 2t− t2, p2(t) = 3 + 2t+ 4t2, p3(t) = 3− 2t+ 11t2.

问：该多项式向量组是否线性相关？
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2. 线性空间
空空空间间间的的的基基基—线线线性性性相相相关关关与与与线线线性性性无无无关关关

解解解：：： 同样考虑方程 k1p1(t) + k2p2(t) + k3p3(t) = 0（零多项式）：

k1(1 + 2t− t2) + k2(3 + 2t+ 4t2) + k3(3− 2t+ 11t2) = 0 + 0t+ 0t2

合并同类项后，等价于关于 t 的多项式系数全为零：
k1 + 3k2 + 3k3 = 0 (常数项系数)

2k1 + 2k2 − 2k3 = 0 (t项系数)

−k1 + 4k2 + 11k3 = 0 (t2项系数)
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2. 线性空间
空空空间间间的的的基基基—线线线性性性相相相关关关与与与线线线性性性无无无关关关

这个方程组与例例例2-6中的齐次线性方程组完全相同。因此，它也有一组非零解 (k1, k2, k3) =
(3,−2, 1)。所以，该多项式向量组同样线性相关。

启启启示示示：：： 对应关系（α1 的分量是 p1(t) 的系数）表明，多项式空间 P2[t] 中这个具体的向量组，其线
性相关性问题与 R3 中对应的坐标向量组的线性相关性问题在代数结构上是等价的。
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2. 线性空间
空空空间间间的的的基基基—线线线性性性相相相关关关与与与线线线性性性无无无关关关
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2. 线性空间
空空空间间间的的的基基基—基基基的的的定定定义义义

【【【定定定义义义2-3】】】基基基与与与维维维数数数

线性空间 V 的一个向量组 {ε1, ε2, . . . , εn} 如果满足：
• 线性无关；

• V 中任何向量都可由 {ε1, ε2, . . . , εn} 线性表示，
则称这个向量组是 V 的一组基基基 (Basis)。若 V 的任一基均含 n 个向量，则称 V 的维维维数数数 (Di-
mension) 为 n，记作 dim(V ) = n。
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2. 线性空间
空空空间间间的的的基基基—基基基的的的定定定义义义
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2. 线性空间
空空空间间间的的的基基基—基基基的的的定定定义义义

例2-8：R3 的标准基

在 R3 中，标准基为
B = {e1 = (1, 0, 0), e2 = (0, 1, 0), e3 = (0, 0, 1)} .
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2. 线性空间
空空空间间间的的的基基基—基基基的的的定定定义义义

例2-8：R3 的标准基

在 R3 中，标准基为
B = {e1 = (1, 0, 0), e2 = (0, 1, 0), e3 = (0, 0, 1)} .

解解解：：： 它们是线性无关的，且任何向量 (x, y, z) ∈ R3 都可以表示为

xe1 + ye2 + ze3.

因此，dim(R3) = 3。
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2. 线性空间
空空空间间间的的的基基基—基基基的的的定定定义义义

例2-9：解向量空间的基

设 S = {α | Aα = 0} 是齐次线性方程组的解向量空间。说明基础解系与 S 的基、维数之间的关
系。
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2. 线性空间
空空空间间间的的的基基基—基基基的的的定定定义义义

例2-9：解向量空间的基

设 S = {α | Aα = 0} 是齐次线性方程组的解向量空间。说明基础解系与 S 的基、维数之间的关
系。

解解解：：： 解向量空间 S = {α | Aα = 0} 中的基础解系是一组基。因此，

dim(S) = n− r,

其中 n 是未知数个数，r 是 A 的秩。
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2. 线性空间
基基基与与与坐坐坐标标标、、、基基基变变变换换换与与与坐坐坐标标标变变变换换换

【【【定定定义义义2-4】】】向向向量量量在在在一一一组组组基基基下下下的的的坐坐坐标标标

设 {ε1, ε2, . . . , εn} 是 V 的一组基。对于任意 α ∈ V，存在唯一的一组数 k1, k2, . . . , kn ∈ K，
使得

α = (k1 ⊙ ε1)⊕ (k2 ⊙ ε2)⊕ · · · ⊕ (kn ⊙ εn)

有序数组 (k1, k2, . . . , kn) 称为向量 α 在基 {εi} 下的坐坐坐标标标。
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2. 线性空间
基基基与与与坐坐坐标标标、、、基基基变变变换换换与与与坐坐坐标标标变变变换换换

绿色向量可由蓝、橙两个基向量线性表示。
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2. 线性空间
基基基与与与坐坐坐标标标、、、基基基变变变换换换与与与坐坐坐标标标变变变换换换

例2-10：R3 标准基下的坐标

判断下面向量组是否为 R3 的一组基：

e1 =

1
0
0

 , e2 =

0
1
0

 , e3 =

0
0
1

 .
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2. 线性空间
基基基与与与坐坐坐标标标、、、基基基变变变换换换与与与坐坐坐标标标变变变换换换

例2-10：R3 标准基下的坐标

判断下面向量组是否为 R3 的一组基：

e1 =

1
0
0

 , e2 =

0
1
0

 , e3 =

0
0
1

 .
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2. 线性空间
基基基与与与坐坐坐标标标、、、基基基变变变换换换与与与坐坐坐标标标变变变换换换

解解解：：： 最熟悉的基是 R3 的标标标准准准基基基：

e1 =

1
0
0

 , e2 =

0
1
0

 , e3 =

0
0
1


它们线性无关，且 R3 中任一向量 α = (a, b, c)⊤ 可唯一表为

ae1 + be2 + ce3.

向量 α 在这组基下的坐标就是 (a, b, c)，这说明标准基为我们建立了最自然的坐标系。
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2. 线性空间
基基基与与与坐坐坐标标标、、、基基基变变变换换换与与与坐坐坐标标标变变变换换换

例2-11：P2[t] 的幂基

判断向量组 {1, t, t2} 是否为 P2[t] 的一组基。
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2. 线性空间
基基基与与与坐坐坐标标标、、、基基基变变变换换换与与与坐坐坐标标标变变变换换换

例2-11：P2[t] 的幂基

判断向量组 {1, t, t2} 是否为 P2[t] 的一组基。

解解解：：：考虑次数不超过 2 的实系数多项式空间 P2[t] = {a0 + a1t+ a2t
2 | ai ∈ R}。向量组 {1, t, t2}

是 P2[t] 最常用的一组基，称为幂幂幂基基基。

验验验证证证线线线性性性无无无关关关：设 k0 · 1 + k1 · t+ k2 · t2 = 0（零多项式）。由多项式相等条件，必须
k0 = k1 = k2 = 0。

验验验证证证生生生成成成整整整个个个空空空间间间：任意多项式 p(t) = a0 + a1t+ a2t
2 显然可写为 a0 · 1 + a1 · t+ a2 · t2。

坐坐坐标标标：多项式 p(t) 在幂基 {1, t, t2} 下的坐标就是其系数按幂次排列的有序数组 (a0, a1, a2)。
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2. 线性空间
基基基与与与坐坐坐标标标、、、基基基变变变换换换与与与坐坐坐标标标变变变换换换

例2-12：对称矩阵空间中的向量

考虑集合

V =

{(
a b
b c

) ∣∣∣∣ a, b, c ∈ R
}
.

问：
（1）V 是否构成实数域 R 上的线性空间？
（2）若

A1 =

(
1 2
2 −1

)
, A2 =

(
3 2
2 4

)
, A3 =

(
3 −2
−2 11

)
,

判断矩阵向量组 A1, A2, A3 是否线性相关。
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2. 线性空间
基基基与与与坐坐坐标标标、、、基基基变变变换换换与与与坐坐坐标标标变变变换换换

例2-12：对称矩阵空间中的向量

考虑集合
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−2 11

)
,
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2. 线性空间
基基基与与与坐坐坐标标标、、、基基基变变变换换换与与与坐坐坐标标标变变变换换换

解解解：：：
（（（1）））判判判断断断 V 是是是否否否为为为线线线性性性空空空间间间
显然，零矩阵

O =

(
0 0
0 0

)
∈ V,

因此 V 非空。
任取

A =

(
a1 b1
b1 c1

)
, B =

(
a2 b2
b2 c2

)
∈ V,

则

A+B =

(
a1 + a2 b1 + b2
b1 + b2 c1 + c2

)
∈ V.

因此，V 对矩阵加法封闭。
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2. 线性空间
基基基与与与坐坐坐标标标、、、基基基变变变换换换与与与坐坐坐标标标变变变换换换

再任取 λ ∈ R，有
λA =

(
λa1 λb1
λb1 λc1

)
∈ V.

因此，V 对数乘运算封闭。
由于 V 是矩阵空间 M2×2(R) 的非空子集，并且对矩阵加法和数乘运算均封闭，所以

V 是 R 上的线性空间.
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2. 线性空间
基基基与与与坐坐坐标标标、、、基基基变变变换换换与与与坐坐坐标标标变变变换换换

（（（2）））判判判断断断 A1, A2, A3 是是是否否否线线线性性性相相相关关关
由于

V =

{(
a b
b c

) ∣∣∣∣ a, b, c ∈ R
}
,

任意矩阵 A ∈ V 都可以唯一表示为(
a b
b c

)
= a

(
1 0
0 0

)
+ b

(
0 1
1 0

)
+ c

(
0 0
0 1

)
.
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2. 线性空间
基基基与与与坐坐坐标标标、、、基基基变变变换换换与与与坐坐坐标标标变变变换换换

因此，取 V 的一组基

B =

{
B1 =

(
1 0
0 0

)
, B2 =

(
0 1
1 0

)
, B3 =

(
0 0
0 1

)}
.

于是
dimV = 3.
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2. 线性空间
基基基与与与坐坐坐标标标、、、基基基变变变换换换与与与坐坐坐标标标变变变换换换

下面求三个矩阵在基 B 下的坐标。
对于

A1 =

(
1 2
2 −1

)
,

有
A1 = B1 + 2B2 −B3,

因此

A1 = (B1, B2, B3)

 1
2
−1

 .
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2. 线性空间
基基基与与与坐坐坐标标标、、、基基基变变变换换换与与与坐坐坐标标标变变变换换换

类似地，

A2 =

(
3 2
2 4

)
= 3B1 + 2B2 + 4B3,

故

A2 = (B1, B2, B3)

3
2
4

 .
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2. 线性空间
基基基与与与坐坐坐标标标、、、基基基变变变换换换与与与坐坐坐标标标变变变换换换

又

A3 =

(
3 −2
−2 11

)
= 3B1 − 2B2 + 11B3,

故

A3 = (B1, B2, B3)

 3
−2
11

 .
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2. 线性空间
基基基与与与坐坐坐标标标、、、基基基变变变换换换与与与坐坐坐标标标变变变换换换

因此，判断矩阵向量组 A1, A2, A3 的线性相关性，等价于判断它们在基 B 下的坐标向量组 1
2
−1

 ,

3
2
4

 ,

 3
−2
11


在 R3 中是否线性相关。
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2. 线性空间
基基基与与与坐坐坐标标标、、、基基基变变变换换换与与与坐坐坐标标标变变变换换换

考虑

k1

 1
2
−1

+ k2

3
2
4

+ k3

 3
−2
11

 =

0
0
0

 .

得到齐次线性方程组 
k1 + 3k2 + 3k3 = 0,

2k1 + 2k2 − 2k3 = 0,

−k1 + 4k2 + 11k3 = 0.

该方程组有非零解
(k1, k2, k3) = (3,−2, 1).
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2. 线性空间
基基基与与与坐坐坐标标标、、、基基基变变变换换换与与与坐坐坐标标标变变变换换换

所以坐标向量组

 1
2
−1

 ,

3
2
4

 ,

 3
−2
11

 线性相关。
由于取坐标保持向量的线性关系，因此

A1, A2, A3 线性相关.

事实上，
3A1 − 2A2 +A3 = O.

启启启示示示：：：
在有限维线性空间中，选定一组基以后，每个向量都可以唯一地表示为一个坐标向量。因此，可以
把抽象线性空间中的线性相关性问题，转化为 Rn 中坐标向量的线性相关性问题。
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2. 线性空间
基基基与与与坐坐坐标标标、、、基基基变变变换换换与与与坐坐坐标标标变变变换换换

本例中，在基

B =

{(
1 0
0 0

)
,

(
0 1
1 0

)
,

(
0 0
0 1

)}
下，有对应关系 (

a b
b c

)
←→

a
b
c

 .

因此，对称矩阵空间 V 中的线性相关性问题，可以转化为 R3 中坐标向量的线性相关性问题。
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2. 线性空间
基基基与与与坐坐坐标标标、、、基基基变变变换换换与与与坐坐坐标标标变变变换换换

例2-13：同一向量在不同基下的坐标

求多项式 p(t) = 3 + 2t− t2 分别在基

{1, t, t2}, {1, 1 + t, 1 + t+ t2}

下的坐标。
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2. 线性空间
基基基与与与坐坐坐标标标、、、基基基变变变换换换与与与坐坐坐标标标变变变换换换

例2-13：同一向量在不同基下的坐标

求多项式 p(t) = 3 + 2t− t2 分别在基

{1, t, t2}, {1, 1 + t, 1 + t+ t2}

下的坐标。

解解解：：：同一个多项式 p(t) = 3+2t−t2在不同基下的坐标不同。在基 {1, t, t2}下的坐标是 (3, 2,−1)。
考虑另一组基 {1, 1 + t, 1 + t+ t2}。为求 p(t) 在这组基下的坐标 (x1, x2, x3)，需解方程：

x1 · 1 + x2 · (1 + t) + x3 · (1 + t+ t2) = 3 + 2t− t2

整理得：
(x1 + x2 + x3) + (x2 + x3)t+ x3t

2 = 3 + 2t− t2.

解得 x3 = −1, x2 = 3, x1 = 1。故在基 {1, 1 + t, 1 + t+ t2} 下，p(t) 的坐标为 (1, 3,−1)。
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2. 线性空间
基基基与与与坐坐坐标标标、、、基基基变变变换换换与与与坐坐坐标标标变变变换换换

【【【定定定义义义2-5】】】基基基与与与基基基的的的过过过渡渡渡矩矩矩阵阵阵

设 {η1,η2, . . . ,ηn} 是线性空间 V 的另一组基。从基 {εi} 到基 {ηi} 的过过过渡渡渡矩矩矩阵阵阵 P 是一个
n× n 的可逆矩阵，其定义由下列关系给出：

(η1,η2, . . . ,ηn) = (ε1, ε2, . . . , εn)P .
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2. 线性空间
基基基与与与坐坐坐标标标、、、基基基变变变换换换与与与坐坐坐标标标变变变换换换

具体而言，将每个新基向量 ηj 在旧基 {εi} 下展开：

ηj = (p1j ⊙ ε1)⊕ (p2j ⊙ ε2)⊕ · · · ⊕ (pnj ⊙ εn), j = 1, 2, . . . , n,

则系数 pij 构成了过渡矩阵 P 的第 j 列：

P = (pij)n×n =


p11 p12 · · · p1n
p21 p22 · · · p2n
...

...
. . .

...
pn1 pn2 · · · pnn

 .
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2. 线性空间
基基基与与与坐坐坐标标标、、、基基基变变变换换换与与与坐坐坐标标标变变变换换换

定理2-3：向量坐标变换公式

设向量 α ∈ V 在基 {εi} 下的坐标为 aε，在基 {ηi} 下的坐标为 aη，即：

α = (ε1, . . . , εn)aε = (η1, . . . ,ηn)aη.

若从基 {εi} 到基 {ηi} 的过渡矩阵为 P，则这两个坐标之间满足如下关系：

aε = P aη 或等价地 aη = P−1 aε .
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2. 线性空间
基基基与与与坐坐坐标标标、、、基基基变变变换换换与与与坐坐坐标标标变变变换换换

证证证明明明：：： 由基变换关系 (η1, . . . ,ηn) = (ε1, . . . , εn)P，代入 α 在新基下的表示：

α = (η1, . . . ,ηn)aη

=
[
(ε1, . . . , εn)P

]
aη

= (ε1, . . . , εn) (P aη).

另一方面，α 在旧基下的表示为 (ε1, . . . , εn)aε。由于向量在同一组基下的坐标是唯一的，比较
上式可得：

aε = P aη.

由于过渡矩阵 P 是可逆矩阵，在上式两边同时左乘 P−1，即得到逆变换公式：

aη = P−1 aε.

Jingbo Xia 线性空间与线性变换 2026秋——人工智能2401/2402 113 / 235



2. 线性空间
基基基与与与坐坐坐标标标、、、基基基变变变换换换与与与坐坐坐标标标变变变换换换

例2-14：利用过渡矩阵求坐标

在多项式空间 P2[t] 中，设旧基
Bε = {1, t, t2},

新基
Bη = {1, 1 + t, 1 + t+ t2}.

已知多项式 p(t) = 3 + 2t− t2 在旧基 Bε 下的坐标为

aε =

 3
2
−1

 .

请使用定理2-3，求 p(t) 在新基 Bη 下的坐标 aη。
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2. 线性空间
基基基与与与坐坐坐标标标、、、基基基变变变换换换与与与坐坐坐标标标变变变换换换

例2-14：利用过渡矩阵求坐标

在多项式空间 P2[t] 中，设旧基
Bε = {1, t, t2},

新基
Bη = {1, 1 + t, 1 + t+ t2}.

已知多项式 p(t) = 3 + 2t− t2 在旧基 Bε 下的坐标为

aε =

 3
2
−1

 .

请使用定理2-3，求 p(t) 在新基 Bη 下的坐标 aη。
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2. 线性空间
基基基与与与坐坐坐标标标、、、基基基变变变换换换与与与坐坐坐标标标变变变换换换

解解解：：： 新基中的三个基向量在旧基 Bε 下的展开分别为

1 = 1 · 1 + 0 · t+ 0 · t2,
1 + t = 1 · 1 + 1 · t+ 0 · t2,

1 + t+ t2 = 1 · 1 + 1 · t+ 1 · t2.

因此，从旧基 Bε 到新基 Bη 的过渡矩阵由上述三个坐标列向量组成：

P =

1 1 1
0 1 1
0 0 1

 .
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2. 线性空间
基基基与与与坐坐坐标标标、、、基基基变变变换换换与与与坐坐坐标标标变变变换换换

接着通过增广矩阵的行变换求 P 的逆矩阵： 1 1 1 1 0 0
0 1 1 0 1 0
0 0 1 0 0 1

 R2←R2−R3−−−−−−−−→

 1 1 1 1 0 0
0 1 0 0 1 −1
0 0 1 0 0 1


R1←R1−R2−R3−−−−−−−−−−−→

 1 0 0 1 −1 0
0 1 0 0 1 −1
0 0 1 0 0 1

 .

所以

P−1 =

1 −1 0
0 1 −1
0 0 1

 .
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2. 线性空间
基基基与与与坐坐坐标标标、、、基基基变变变换换换与与与坐坐坐标标标变变变换换换

最后使用定理2-3的逆变换公式：
aη = P−1aε.

代入已知的 aε，得到

aη =

1 −1 0
0 1 −1
0 0 1

 3
2
−1

 =

 1
3
−1

 .

故 p(t) 在新基 Bη 下的坐标为

aη =

 1
3
−1

 .
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2. 线性空间
基基基与与与坐坐坐标标标、、、基基基变变变换换换与与与坐坐坐标标标变变变换换换

例2-15：利用过渡矩阵求坐标

在 R3 中，设

α =

3
2
1

 .

取一组基
Bε =

{
ε1 = (1, 1, 1)T, ε2 = (1, 1, 0)T, ε3 = (1, 0, 0)T

}
.

请仿照例2-14的做法，使用定理2-3，求 α 在基 Bε 下的坐标。
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2. 线性空间
基基基与与与坐坐坐标标标、、、基基基变变变换换换与与与坐坐坐标标标变变变换换换

例2-15：利用过渡矩阵求坐标

在 R3 中，设

α =

3
2
1

 .

取一组基
Bε =

{
ε1 = (1, 1, 1)T, ε2 = (1, 1, 0)T, ε3 = (1, 0, 0)T

}
.

请仿照例2-14的做法，使用定理2-3，求 α 在基 Bε 下的坐标。
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2. 线性空间
基基基与与与坐坐坐标标标、、、基基基变变变换换换与与与坐坐坐标标标变变变换换换

解解解：：： 取 R3 的标准基
E = {e1, e2, e3}

为旧基。新基中的三个基向量在旧基 E 下的展开分别为

ε1 = 1 · e1 + 1 · e2 + 1 · e3,
ε2 = 1 · e1 + 1 · e2 + 0 · e3,
ε3 = 1 · e1 + 0 · e2 + 0 · e3.

因此，从旧基 E 到新基 Bε 的过渡矩阵由上述三个坐标列向量组成：

P =

1 1 1
1 1 0
1 0 0

 .
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2. 线性空间
基基基与与与坐坐坐标标标、、、基基基变变变换换换与与与坐坐坐标标标变变变换换换

接着通过增广矩阵的行变换求 P 的逆矩阵： 1 1 1 1 0 0
1 1 0 0 1 0
1 0 0 0 0 1

 R1↔R3−−−−−→

 1 0 0 0 0 1
1 1 0 0 1 0
1 1 1 1 0 0


R2←R2−R1−−−−−−−−→

 1 0 0 0 0 1
0 1 0 0 1 −1
1 1 1 1 0 0

 R3←R3−R1−R2−−−−−−−−−−−→

 1 0 0 0 0 1
0 1 0 0 1 −1
0 0 1 1 −1 0

 .

所以

P−1 =

0 0 1
0 1 −1
1 −1 0

 .
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2. 线性空间
基基基与与与坐坐坐标标标、、、基基基变变变换换换与与与坐坐坐标标标变变变换换换

最后使用定理2-3的逆变换公式：
aε = P−1aE .

由题设，

aE =

3
2
1

 .
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2. 线性空间
基基基与与与坐坐坐标标标、、、基基基变变变换换换与与与坐坐坐标标标变变变换换换

因此

aε =

0 0 1
0 1 −1
1 −1 0

3
2
1

 =

1
1
1

 .

故 α 在基 Bε 下的坐标为

aε =

1
1
1

 .
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2. 线性空间
线线线性性性子子子空空空间间间

【【【定定定义义义2-6】】】线线线性性性子子子空空空间间间

设 V 是线性空间，W 是 V 的非空子集。如果 W 对 V 中的运算 ⊕ 与 ⊙ 封闭，且在这两种
限制运算下也构成线性空间，则称 W 是 V 的一个线线线性性性子子子空空空间间间 (Linear Subspace)。
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2. 线性空间
线线线性性性子子子空空空间间间

左：平面经过原点；右：平面不经过原点，因而不是 R3 的线性子空间。
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2. 线性空间
线线线性性性子子子空空空间间间

例2-16：判断线性子空间

在 R3 中，集合 W = {(x, y, 0) | x, y ∈ R} (xy平面) 是否是 R3 的线性子空间？

几何上，W 是经过原点的 xy 平面；右侧平面用于对照。

Jingbo Xia 线性空间与线性变换 2026秋——人工智能2401/2402 129 / 235



2. 线性空间
线线线性性性子子子空空空间间间

例2-16：判断线性子空间

在 R3 中，集合 W = {(x, y, 0) | x, y ∈ R} (xy平面) 是否是 R3 的线性子空间？

解解解：：： 任意两个向量的和仍在此集合中，数乘任意向量也仍在此集合中，且包含零向量 (0, 0, 0)。
因此，W 是 R3 的一个线性子空间。
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2. 线性空间
线线线性性性子子子空空空间间间与与与生生生成成成子子子空空空间间间

定理2-4：线性子空间的判别法

设 V 是数域 K 上的线性空间，W 是 V 的非空子集。若满足以下两个条件：

• 对任意 α,β ∈W，有 α⊕ β ∈W （对加法封闭）；

• 对任意 k ∈ K 及任意 α ∈W，有 k ⊙α ∈W （对数乘封闭），

则 W 是 V 的一个线性子空间。
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2. 线性空间
线线线性性性子子子空空空间间间与与与生生生成成成子子子空空空间间间

定理2-4：线性子空间的判别法

设 V 是数域 K 上的线性空间，W 是 V 的非空子集。若满足以下两个条件：

• 对任意 α,β ∈W，有 α⊕ β ∈W （对加法封闭）；

• 对任意 k ∈ K 及任意 α ∈W，有 k ⊙α ∈W （对数乘封闭），

则 W 是 V 的一个线性子空间。

为为为什什什么么么只只只需需需检检检验验验这这这两两两个个个条条条件件件？？？
由于 W ̸= ∅，取 α ∈W。由数乘封闭性，

0⊙α = O ∈W, (−1)⊙α ∈W.

因此，零向量和每个向量的加法逆元都自动属于 W；其余线性空间公理由 V 直接继承。故只
需检验对加法和数乘的封闭性。
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2. 线性空间
线线线性性性子子子空空空间间间与与与生生生成成成子子子空空空间间间

【【【定定定义义义2-7】】】生生生成成成子子子空空空间间间

设 α1,α2, . . . ,αs ∈ V。由它们生成的子子子空空空间间间定义为

L(α1,α2, . . . ,αs) =
{
(k1 ⊙α1)⊕ (k2 ⊙α2)⊕ · · · ⊕ (ks ⊙αs)

∣∣∣ k1, k2, . . . , ks ∈ K
}
.

称 L(α1,α2, . . . ,αs) 为这组向量的生生生成成成子子子空空空间间间，也称为它们的线线线性性性包包包。它是包含这组向量的
最小线性子空间。
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2. 线性空间
线线线性性性子子子空空空间间间与与与生生生成成成子子子空空空间间间

例2-17：求一组向量生成的子空间

在 R3 中，设

α1 =

1
1
0

 , α2 =

0
1
1

 .

求生成子空间 L(α1,α2)，并写出它的一组基和维数。
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2. 线性空间
线线线性性性子子子空空空间间间与与与生生生成成成子子子空空空间间间

例2-17：求一组向量生成的子空间

在 R3 中，设
α1 = (1, 1, 0)T , α2 = (0, 1, 1)T .

求生成子空间 L(α1,α2)，并写出它的一组基和维数。

解解解：：： 由生成子空间的定义，

L(α1,α2) = {(k1 ⊙α1)⊕ (k2 ⊙α2) | k1, k2 ∈ R}

=


 k1
k1 + k2

k2

 ∣∣∣ k1, k2 ∈ R

 .
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2. 线性空间
线线线性性性子子子空空空间间间与与与生生生成成成子子子空空空间间间

因此，若记 β =

r
s
t

，则

L(α1,α2) =

β ∈ R3
∣∣∣ β =

r
s
t

 , s = r + t

 .

这就是 R3 中过原点的平面 s = r + t。
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2. 线性空间
生生生成成成子子子空空空间间间

进一步验证这组向量的线性无关性。若有

(k1 ⊙α1)⊕ (k2 ⊙α2) = O

则第一分量给出 k1 = 0，第三分量给出 k2 = 0，所以 α1,α2 线性无关。因此，这组向量本身就
是该生成子空间的一组基，且

B = {α1,α2}, dimL(α1,α2) = 2 .

Jingbo Xia 线性空间与线性变换 2026秋——人工智能2401/2402 137 / 235



2. 线性空间
线线线性性性子子子空空空间间间
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2. 线性空间
线线线性性性子子子空空空间间间

例2-18：线性子空间的判别与基

设 V = Rn，并令

W =

X =


x1

x2

...
xn

 ∈ Rn
∣∣∣ x1 + x2 + · · ·+ xn = 0

 .

等价地，令 A = (1, 1, . . . , 1) ∈ R1×n，则 W = {X ∈ Rn | AX = 0}。
• 利用线性子空间的判别定理，证明 W 是 V 的线性子空间；

• 求 W 的一组基，并确定 dimW。
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2. 线性空间
线线线性性性子子子空空空间间间

解解解：：：
（（（1）））证证证明明明 W 是是是线线线性性性子子子空空空间间间
显然，零向量 0 ∈W，所以 W ̸= ∅。任取 X,Y ∈W 及任意 k ∈ R，由 AX = AY = 0 可得

A(X + Y ) = AX +AY = 0, A(kX) = kAX = 0

因此，X + Y ∈W 且 kX ∈W。由线性子空间的判别定理，W 是 V 的线性子空间。
（（（2）））求求求 W 的的的一一一组组组基基基和和和维维维数数数
由方程 AX = 0，有

xn = −(x1 + x2 + · · ·+ xn−1)

因此，W 中任意向量 X 都可以表示为

X = x1η1 + x2η2 + · · ·+ xn−1ηn−1,
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2. 线性空间
线线线性性性子子子空空空间间间

（（（2）））续续续：：：令
ηi = ei − en, i = 1, 2, . . . , n− 1,

且 ei 为 Rn 的标准基向量。每个 ηi 的分量和为 0，故 ηi ∈W。若

c1η1 + c2η2 + · · ·+ cn−1ηn−1 = 0

比较前 n− 1 个分量可得 c1 = c2 = · · · = cn−1 = 0，所以这些向量线性无关。故

BW = {η1, η2, . . . , ηn−1}, dimW = n− 1
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2. 线性空间
子子子空空空间间间的的的交交交与与与和和和

【【【定定定义义义2-8】】】子子子空空空间间间的的的交交交与与与和和和

交交交 (Intersection)：W1 ∩W2 = {α ∈ V | α ∈W1 且 α ∈W2}。
和和和 (Sum)：W1 +W2 = {α⊕ β | α ∈W1,β ∈W2}。
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2. 线性空间
子子子空空空间间间的的的交交交与与与和和和

例2-19：子空间的交与和

在 R3 中，设 W1 = {(x, y, 0) | x, y ∈ R} (xy平面)， W2 = {(0, y, z) | y, z ∈ R} (yz平面)。求
W1 ∩W2 与 W1 +W2。
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2. 线性空间
子子子空空空间间间的的的交交交与与与和和和

例2-19：子空间的交与和

在 R3 中，设 W1 = {(x, y, 0) | x, y ∈ R} (xy平面)， W2 = {(0, y, z) | y, z ∈ R} (yz平面)。求
W1 ∩W2 与 W1 +W2。

解解解：：：
W1 ∩W2 = {(0, y, 0) | y ∈ R},

即 y 轴。
W1 +W2 = {(x, y, z) | x, y, z ∈ R} = R3.
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2. 线性空间
子子子空空空间间间的的的交交交与与与和和和

定理2-5：Grassmann 公式

dim(W1 +W2) = dim(W1) + dim(W2)− dim(W1 ∩W2).

定理2-6：生成子空间的和

设 α1, . . . ,αs,β1, . . . ,βt ∈ V，则

L(α1, . . . ,αs) + L(β1, . . . ,βt) = L(α1, . . . ,αs,β1, . . . ,βt).

【【【定定定义义义2-9】】】直直直和和和

若 W1 ∩W2 = {O}，则称 W1 +W2 为直直直和和和 (Direct Sum)，记作 W1 ⊕W2。
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2. 线性空间
子子子空空空间间间的的的交交交与与与和和和

例2-20：齐次线性方程解空间的交与和

在 R3 中，设

W1 =

x =

x1

x2

x3

 ∈ R3
∣∣∣ x1 + x2 + x3 = 0

 ,

W2 =

x =

x1

x2

x3

 ∈ R3
∣∣∣ x1 − x2 = 0

 .

它们分别是两个齐次线性方程的解空间。求 W1 ∩W2 与 W1 +W2。
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2. 线性空间
子子子空空空间间间的的的交交交与与与和和和

解解解：：：
（（（1）））求求求交交交空空空间间间。。。设 x = (x1, x2, x3)

T ∈W1 ∩W2，则{
x1 + x2 + x3 = 0,

x1 − x2 = 0.

将该齐次线性方程组的系数矩阵作初等行变换：

(
1 1 1
1 −1 0

)
R2←R2−R1−−−−−−−−−→

(
1 1 1
0 −2 −1

) R2←− 1
2R2

R1←R1−R2−−−−−−−−−→
(
1 0 1

2
0 1 1

2

)
.
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2. 线性空间
子子子空空空间间间的的的交交交与与与和和和

（（（1）））续续续：：： 故 x1 = x2 = − 1
2x3。令自由变量 x3 = −2t，则

x = tξ1, ξ1 =

 1
1
−2

 .

因此 {ξ1} 是该齐次线性方程组的一组基基基础础础解解解系系系。基础解系就是解空间的一组基，故

W1 ∩W2 = L(ξ1), BW1∩W2 = {ξ1}, dim(W1 ∩W2) = 1.
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2. 线性空间
子子子空空空间间间的的的交交交与与与和和和

（（（2）））求求求和和和空空空间间间。。。分别取 W1,W2 的基础解系（即各自的一组基）为

BW1 =

α1 =

−11
0

 ,α2 =

−10
1

 ,

BW2 =

β1 =

1
1
0

 ,β2 =

0
0
1

 .

由定理2-6，
W1 +W2 = L(α1,α2) + L(β1,β2)

定理2-6
= L(α1,α2,β1,β2).
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2. 线性空间
子子子空空空间间间的的的交交交与与与和和和

（（（2）））续续续：：： 对合并后的向量组 α1,α2,β1,β2 作列向量排列，并对其矩阵作初等行变换：−1 −1 1 0
1 0 1 0
0 1 0 1

 初等行变换−−−−−−−→

1 0 0 − 1
2

0 1 0 1
0 0 1 1

2

 .

主元列为第 1, 2, 3 列，故原向量组中

BW1+W2
= {α1,α2,β1}

是合并向量组的一个最最最大大大线线线性性性无无无关关关组组组，也是 W1 +W2 的一组基。该基含 3 个向量，故 W1 +W2

是 R3 的三维子空间。因此

W1 +W2 = R3 .

提提提示示示：：：请就此题结果，验证定理2-5中等式成立。
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3. 线性变换
线线线性性性变变变换换换的的的定定定义义义

【【【定定定义义义3-1】】】线线线性性性变变变换换换

设 A : V → V 是从线性空间 V 到 V 的映射。如果满足：

• 可可可加加加性性性：A(α⊕ β) = A(α)⊕A(β)；
• 齐齐齐次次次性性性：A(k ⊙α) = k ⊙A(α)，

则称 A 为线线线性性性变变变换换换 (Linear Transformation)。
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3. 线性变换
线线线性性性变变变换换换的的的定定定义义义

引例：由矩阵乘法诱导的变换

设 V = Rn，讨论映射 f : V → V，
f(x) ≜ Ax,

其中 A 为某个给定的 n 阶矩阵。验证 f 满足以下两条线性性质：

• （（（加加加法法法））） ∀x1,x2 ∈ V， f(x1 + x2) = A(x1 + x2) = Ax1 +Ax2 = f(x1) + f(x2)；

• （（（数数数乘乘乘））） ∀ k ∈ R, ∀x ∈ V， f(kx) = A(kx) = kAx = kf(x)。

Jingbo Xia 线性空间与线性变换 2026秋——人工智能2401/2402 156 / 235



3. 线性变换
线线线性性性变变变换换换的的的定定定义义义

从引例到一般定义

一般而言，若 A 是 V 上的一个变换，且 A 满足上述两条线性性质：
• （（（加加加法法法））） ∀α,β ∈ V，有 A(α⊕ β) = A(α)⊕A(β)；
• （（（数数数乘乘乘））） ∀ k ∈ R, α ∈ V，有 A(k ⊙α) = k ⊙A(α)，

则称 A 为 V 上的线线线性性性变变变换换换。
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3. 线性变换
线线线性性性变变变换换换的的的定定定义义义

例3-1：验证旋转变换是线性变换

设 V = R2，Rθ 把 V 中向量旋转 θ 角。证明：Rθ 是 V 上的一个线性变换（例如 θ = π
6）。
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3. 线性变换
线线线性性性变变变换换换的的的定定定义义义

分分分析析析：：：需验证
Rθ(α+ β) = Rθ(α) +Rθ(β), Rθ(kα) = k Rθ(α).

证证证明明明：：：向量 α =

(
x1

x2

)
旋转 θ 角后变为

Rθ(α) =

(
x′1
x′2

)
=

(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)(
x1

x2

)
=

(
x1 cos θ − x2 sin θ
x1 sin θ + x2 cos θ

)
.

即 Rθ(α) = Aα，其中 A =

(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)
。由上一引例的结论，矩阵乘法诱导的变换满足两

条线性性质，故 Rθ 是 V 上的线性变换。
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3. 线性变换
线线线性性性变变变换换换的的的定定定义义义

例3-2：判断线性变换

设 A : R2 → R2，定义为 A(x, y) = (x+ y, x− y)。
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3. 线性变换
线线线性性性变变变换换换的的的定定定义义义

例3-2：判断线性变换

设 A : R2 → R2，定义为 A(x, y) = (x+ y, x− y)。

解解解：：： 通过验证可加性和齐次性，可知 A 是一个线性变换。
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3. 线性变换
线线线性性性变变变换换换的的的定定定义义义

【【【定定定义义义3-2】】】核核核与与与像像像

核核核 (Kernel)：Ker(A) = {α ∈ V | A(α) = O}。
像像像 (Image)：Im(A) = {A(α) | α ∈ V }。
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3. 线性变换
线线线性性性变变变换换换的的的定定定义义义

讨论：例3-1（旋转变换）的核与像

例3-1 中 Rθ(α) = Aα，其中 A =

(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)
（如 θ = π

6）。

核核核：：：令 Rθ(α) = O，即 Aα = O。由

detA = cos2 θ + sin2 θ = 1 ̸= 0,

A 可逆，方程组只有零解，故 Ker(Rθ) = {O}。
像像像：：：Rθ 可逆（逆变换为 R−θ），任意 β ∈ R2 都是 R−θ(β) 的像，故 Im(Rθ) = R2。
几几几何何何直直直观观观：：：旋转保持向量长度，把平面映满整个平面；只有零向量旋转后仍是零向量。此时
dimKer(Rθ) + dim Im(Rθ) = 0 + 2 = dimR2。
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3. 线性变换
线线线性性性变变变换换换的的的定定定义义义

讨论：投影 P (x, y) = (x, 0) 的核与像

竖直方向组成核，绿色横轴为像。
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3. 线性变换
线线线性性性变变变换换换的的的定定定义义义

例3-3：求核与像

对于线性变换 A(x, y) = (x+ y, x− y)。求 Ker(A) 与 Im(A)。
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3. 线性变换
线线线性性性变变变换换换的的的定定定义义义

例3-3：求核与像

对于线性变换 A(x, y) = (x+ y, x− y)。求 Ker(A) 与 Im(A)。

解解解：：： 核：令 A(x, y) = (0, 0)，解得 x = 0, y = 0。所以 Ker(A) = {(0, 0)}。
像：对于 R2 中任意向量 (a, b)，总能找到 (x, y) 使得 A(x, y) = (a, b)。所以 Im(A) = R2。
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3. 线性变换
线线线性性性变变变换换换的的的定定定义义义

定理3-1：维数定理

dim(V ) = dim(Ker(A)) + dim(Im(A)).
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3. 线性变换
常常常见见见线线线性性性变变变换换换举举举例例例（（（一一一）））：：：多多多项项项式式式空空空间间间与与与一一一般般般线线线性性性空空空间间间

例3-4：数乘变换

设 k ∈ R 为固定常数，在 V = Pn[t] 上定义

K
(
p(t)

)
= k p(t).

验证：K 是 V 上的线性变换。
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3. 线性变换
常常常见见见线线线性性性变变变换换换举举举例例例（（（一一一）））：：：多多多项项项式式式空空空间间间与与与一一一般般般线线线性性性空空空间间间

证证证明明明：：：对任意 p, q ∈ Pn[t] 与 c ∈ R，由数乘运算律，

K(p+ q) = k(p+ q) = kp+ kq = K(p) +K(q),

K(cp) = k(cp) = c (kp) = cK(p).

两条线性性质均成立，故 K 是线性变换。
注注注：：：k = 1 与 k = 0 时，数乘变换分别退化为下面的恒等变换与零变换。
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3. 线性变换
常常常见见见线线线性性性变变变换换换举举举例例例（（（一一一）））：：：多多多项项项式式式空空空间间间与与与一一一般般般线线线性性性空空空间间间

例3-5：微商（求导）变换

在 V = Pn[t] 上定义

D
(
p(t)

)
= p′(t), 即 D(a0 + a1t+ · · ·+ ant

n) = a1 + 2a2t+ · · ·+ nant
n−1.

验证：D 是 V 上的线性变换。
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3. 线性变换
常常常见见见线线线性性性变变变换换换举举举例例例（（（一一一）））：：：多多多项项项式式式空空空间间间与与与一一一般般般线线线性性性空空空间间间

证证证明明明：：：对任意 u, v ∈ Pn[t] 与 c ∈ R，由求导法则

D(u+ v) = (u+ v)′ = u′ + v′ = D(u) +D(v),

D(cu) = (cu)′ = c u′ = cD(u).

两条线性性质均成立，故 D 是 Pn[t] 上的线性变换。
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3. 线性变换
常常常见见见线线线性性性变变变换换换举举举例例例（（（一一一）））：：：多多多项项项式式式空空空间间间与与与一一一般般般线线线性性性空空空间间间

例3-6：零变换与恒等变换

在任意线性空间 V 上定义：

零变换 O : O(α) = 0, ∀α ∈ V ; 恒等变换 E : E(α) = α, ∀α ∈ V.

验证：O 与 E 都是 V 上的线性变换。

Jingbo Xia 线性空间与线性变换 2026秋——人工智能2401/2402 172 / 235



3. 线性变换
常常常见见见线线线性性性变变变换换换举举举例例例（（（一一一）））：：：多多多项项项式式式空空空间间间与与与一一一般般般线线线性性性空空空间间间

证证证明明明：：：对任意 α,β ∈ V 与 k ∈ R：

O(α+ β) = 0 = 0+ 0 = O(α) +O(β), O(kα) = 0 = kO(α);

E(α+ β) = α+ β = E(α) + E(β), E(kα) = kα = k E(α).

故 O、E 都是线性变换。且在任意基下，它们的矩阵分别为零矩阵 O 与单位矩阵 I。
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3. 线性变换
常常常见见见线线线性性性变变变换换换举举举例例例（（（二二二）））：：：几几几何何何空空空间间间 R2

回顾：旋转变换（证明见例3-1）

Rθ 把平面向量绕原点旋转 θ 角：

Rθ

(
x1

x2

)
=

(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)(
x1

x2

)
,

由矩阵乘法诱导，是线性变换。
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3. 线性变换
常常常见见见线线线性性性变变变换换换举举举例例例（（（二二二）））：：：几几几何何何空空空间间间 R2

例3-7：投影变换

设 β ̸= 0 为给定方向，Pβ 把向量投影到 β 所在直线上：

Pβ(α) =
(α,β)

(β,β)
β.

验证：Pβ 是线性变换。
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3. 线性变换
常常常见见见线线线性性性变变变换换换举举举例例例（（（二二二）））：：：几几几何何何空空空间间间 R2

证证证明明明：：：对任意 α1,α2 ∈ V 与 k ∈ R，由内积对第一变元的线性性，

Pβ(α1 +α2) =
(α1 +α2, β)

(β,β)
β =

(α1,β)

(β,β)
β +

(α2,β)

(β,β)
β = Pβ(α1) + Pβ(α2),

Pβ(kα) =
(kα,β)

(β,β)
β = k

(α,β)

(β,β)
β = k Pβ(α).

两条线性性质均成立，故 Pβ 是线性变换。

β

α

Pβ(α)
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3. 线性变换
常常常见见见线线线性性性变变变换换换举举举例例例（（（二二二）））：：：几几几何何何空空空间间间 R2

例3-8：反射（镜像）变换

关于 β 所在直线的反射变换：
Hβ(α) = 2Pβ(α)−α.

验证：Hβ 是线性变换。
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3. 线性变换
常常常见见见线线线性性性变变变换换换举举举例例例（（（二二二）））：：：几几几何何何空空空间间间 R2

证证证明明明：：：注意Hβ = 2Pβ−E 是两个线性变换（投影 Pβ 与恒等 E）的线性组合。对任意 α1,α2 ∈ V
与 k ∈ R，

Hβ(α1 +α2) = 2Pβ(α1 +α2)− (α1 +α2) = Hβ(α1) +Hβ(α2),

Hβ(kα) = 2Pβ(kα)− kα = k
(
2Pβ(α)−α

)
= kHβ(α).

两条线性性质均成立，故 Hβ 是线性变换。

β

α

Pβ(α)

Hβ(α)
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3. 线性变换
线线线性性性变变变换换换的的的矩矩矩阵阵阵表表表示示示

【【【定定定义义义3-3】】】线线线性性性变变变换换换的的的矩矩矩阵阵阵表表表示示示

设 A 是 n 维线性空间 V 上的线性变换（A : V → V）。取定 V 的一组基 B = {ε1, . . . , εn}。
若 A(εj) = a1jε1 + a2jε2 + · · ·+ anjεn（j = 1, . . . , n），则 n 阶矩阵 A = (aij) 称为 A 在基
B 下的矩矩矩阵阵阵表表表示示示，记作 A = [A]B。
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3. 线性变换
线线线性性性变变变换换换的的的矩矩矩阵阵阵表表表示示示

例3-9：求线性变换的矩阵

设 A : R2 → R2, A(x, y) = (x+ y, x− y)。在标准基 E = {e1 = (1, 0), e2 = (0, 1)} 下求 A 的矩阵。
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3. 线性变换
线线线性性性变变变换换换的的的矩矩矩阵阵阵表表表示示示

例3-9：求线性变换的矩阵

设 A : R2 → R2, A(x, y) = (x+ y, x− y)。在标准基 E = {e1 = (1, 0), e2 = (0, 1)} 下求 A 的矩阵。

解解解：：：把两个基向量的像写成 (e1, e2) 乘以坐标列向量的形式：

A(e1) = (1, 1) = (e1, e2)

(
1
1

)
, A(e2) = (1,−1) = (e1, e2)

(
1
−1

)
.

两式并排拼起来，坐标列向量依列凑成矩阵 A：(
A(e1),A(e2)

)
= (e1, e2)

(
1 1
1 −1

)
︸ ︷︷ ︸

A

.
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3. 线性变换
线线线性性性变变变换换换的的的矩矩矩阵阵阵表表表示示示

【定义的引入】线性变换 A 的矩阵 A

设 V 为线性空间，dim(V ) = n，ε1, ε2, . . . , εn 为 V 的一组基。
由 A(εi) ∈ V，故其可由 ε1, ε2, . . . , εn 线性表出，不妨设

A(εi) = a1iε1 + a2iε2 + · · ·+ aniεn = (ε1, ε2, . . . , εn)


a1i
a2i
...

ani

 , i = 1, 2, . . . , n,

其中坐标列向量就是 A(εi) 在基 ε1, . . . , εn 下的坐标。
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3. 线性变换
线线线性性性变变变换换换的的的矩矩矩阵阵阵表表表示示示

【定义的引入】换写法：拼成矩阵

将 n 个等式并排写出：

(
Aε1, Aε2, . . . , Aεn

)
= (ε1, ε2, . . . , εn)


a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
...

...
...

an1 an2 · · · ann

 ,

简简简记记记为为为
A(ε1, ε2, . . . , εn) = (ε1, ε2, . . . , εn)A.

矩阵 A 称为 A 在基 ε1, ε2, . . . , εn 下的矩阵。
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3. 线性变换
线线线性性性变变变换换换的的的矩矩矩阵阵阵表表表示示示

性质：基与矩阵唯一决定线性变换

如果 ε1, . . . , εn 确定了，A 亦确定了，则 A 确定了。
分分分析析析：：：对任意 α ∈ V，设其在该基下的坐标为 b = (b1, b2, . . . , bn)

T，即 α = (ε1, ε2, . . . , εn) b，则

A(α) = A(ε1, ε2, . . . , εn) b = (ε1, ε2, . . . , εn)Ab.
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3. 线性变换
线线线性性性变变变换换换的的的矩矩矩阵阵阵表表表示示示

性质：坐标变换公式（总结）

总总总结结结：：：对任意 α，若其在基 ε1, . . . , εn 下的坐标为 b，则 A(α) 在该基下的坐标为 Ab。
换言之，当基 ε1, . . . , εn 与矩阵 A 是确定的，则给出了线性变换 A 的完整定义。
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3. 线性变换
线线线性性性变变变换换换的的的矩矩矩阵阵阵表表表示示示

例3-10：求多项式空间上线性变换的矩阵

设 V = P1[t] = {a0 + a1t | a0, a1 ∈ R}，dimV = 2，ε1 = 1, ε2 = t 是 V 的一组基。定义 V 上的线
性变换 A：

A(1) = 1 + 2t, A(t) = 2 + t.

（1）求 A 在基 {1, t} 下的矩阵；（2）对任意 α = a0 + a1t ∈ V，求 A(α)。
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3. 线性变换
线线线性性性变变变换换换的的的矩矩矩阵阵阵表表表示示示

解解解：：：（1）由定义，

A(1, t) =
(
A(1), A(t)

)
= (1, t)

(
1 2
2 1

)
,

即 A 在基 {1, t} 下的矩阵为 A =

(
1 2
2 1

)
。

（2）对任意 α ∈ V，设 α = a0 + a1t，则

A(α) = (1, t)

(
1 2
2 1

)(
a0
a1

)
= (1, t)

(
a0 + 2a1
2a0 + a1

)
= (a0 + 2a1) + (2a0 + a1)t.
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3. 线性变换
基基基变变变换换换对对对矩矩矩阵阵阵表表表示示示的的的影影影响响响

定理3-2：基变换下的矩阵相似变换

设 A : V → V 是线性变换。把 A 在基 (β1,β2, . . . ,βn) 下的矩阵记作 Aβ，把 A 在基
(η1,η2, . . . ,ηn) 下的矩阵记作 Aη。若 P 是从 β 基到 η 基的过渡矩阵，即

(η1,η2, . . . ,ηn) = (β1,β2, . . . ,βn)P ,

则
Aη = P−1AβP .

这意味着 Aβ 和 Aη 是相相相似似似矩矩矩阵阵阵 (Similar Matrices)。
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3. 线性变换
基基基变变变换换换对对对矩矩矩阵阵阵表表表示示示的的的影影影响响响

例3-11：考研真题（2012）——不同基下的矩阵

设 A 为 3 阶矩阵，P 为 3 阶可逆矩阵，且 P−1AP = diag(1, 1, 2)。若 P = (α1,α2,α3)，
Q = (α1 +α2, α2, α3)，则 Q−1AQ = ( )

(A) diag(1, 2, 1) (B) diag(1, 1, 2) (C) diag(2, 1, 2) (D) diag(2, 2, 1)
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3. 线性变换
基基基变变变换换换对对对矩矩矩阵阵阵表表表示示示的的的影影影响响响

解解解：：：由 α 基到新基的过渡矩阵为 C：Q = (α1 +α2, α2, α3) = PC，C =

1 0 0
1 1 0
0 0 1

。由定
理3-2：Q−1AQ = C−1

(
P−1AP

)
C = diag(1, 1, 2)，故选 (B)。
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3. 线性变换
例例例3-12：：：基基基变变变换换换下下下线线线性性性变变变换换换的的的矩矩矩阵阵阵表表表示示示（（（续续续）））
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3. 线性变换
例例例3-12：：：基基基变变变换换换下下下线线线性性性变变变换换换的的的矩矩矩阵阵阵表表表示示示（（（续续续）））

例3-12 的分析：在自然基下求矩阵

由题意，f(α) =

0 2 1
1 −4 0
3 0 0

α。取自然基，将各像的坐标按按按列列列排列，即得 f 在自然基下的矩阵

A =

0 2 1
1 −4 0
3 0 0

。
当取新基 α1 =

1
1
1

 , α2 =

1
1
0

 , α3 =

1
0
0

 时，

f(α1) =

 3
−3
3

 , f(α2) =

 2
−3
3

 ,

矩阵 B 的各列需将像在新基下重重重新新新分分分解解解求解——逐列解方程组较为繁琐。有没有更简洁的办法？
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3. 线性变换
例例例3-12（（（续续续）））：：：启启启示示示与与与题题题目目目

启示：用相似变换代替逐列求解

上述分析的启示：不必在新基下逐个分解像向量，而是直接利用基基基变变变换换换下下下线线线性性性变变变换换换矩矩矩阵阵阵的的的相相相似似似变变变换换换

公公公式式式 B = P−1AP ，其中 P = (α1,α2,α3) 为从自然基到新基的过渡矩阵。下面按此思路给出
例3-12 的完整解答。
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3. 线性变换
例例例3-12（（（续续续）））：：：启启启示示示与与与题题题目目目

例3-12：基变换下线性变换的矩阵表示

已知线性变换 f : R3 → R3 定义为： f(x1, x2, x3) = ( 2x2 + x3, x1 − 4x2, 3x1 )。
（1）. 求 f 在自然基 {e1, e2, e3} 下的矩阵 A
（2）. 求 f 在基 {α1,α2,α3} 下的矩阵 B
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3. 线性变换
例例例3-12 的的的解解解答答答

解解解：：：
（1）取自然基 e1 = (1, 0, 0)T , e2 = (0, 1, 0)T , e3 = (0, 0, 1)T。将基向量分别代入变换，得到其
像在同一组基下的坐标：

f(e1) = f(1, 0, 0) = (0, 1, 3) = 0e1 + 1e2 + 3e3

f(e2) = f(0, 1, 0) = (2, −4, 0) = 2e1 + (−4)e2 + 0e3

f(e3) = f(0, 0, 1) = (1, 0, 0) = 1e1 + 0e2 + 0e3

将所得坐标按列排列，即得 f 在自然基下的矩阵 A：

A = [f(e1), f(e2), f(e3)] =

0 2 1
1 −4 0
3 0 0

 .
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3. 线性变换
例例例3-12 的的的解解解答答答

（2）给定新基：

α1 =

1
1
1

 , α2 =

1
1
0

 , α3 =

1
0
0

 .

设从自然基 {ei} 到新基 {αi} 的过渡矩阵为 P，即 (α1,α2,α3) = (e1, e2, e3)P。则 P 就是以
α1,α2,α3 在自然基下的坐标为列排成的矩阵：

P = (α1,α2,α3) =

1 1 1
1 1 0
1 0 0

 .
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3. 线性变换
例例例3-12 的的的解解解答答答

已知 f 在自然基下的矩阵为 A，根据基变换下线性变换矩阵的变换公式，f 在新基 {αi} 下的
矩阵 B 为：

B = P−1AP .
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3. 线性变换
例例例3-12 的的的解解解答答答

设线性变换 f 在基 (I) {ei} 和基 (II) {αi} 下的矩阵分别为 A 和 B，从基 (I) 到基 (II) 的过渡矩
阵为 P（满足 (α1,α2,α3) = (e1, e2, e3)P），则它们之间的关系为：

B = P−1AP
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3. 线性变换
例例例3-12 的的的解解解答答答

首先求 P 的逆矩阵 P−1。

P =

1 1 1
1 1 0
1 0 0

 , det(P ) = 1× (1× 0− 0× 0)− 1× (1× 0− 0× 1)+ 1× (1× 0− 1× 1) = −1.

计算伴随矩阵或行变换求得：

P−1 =

0 0 1
0 1 −1
1 −1 0

 .
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3. 线性变换
例例例3-12 的的的解解解答答答

然后计算矩阵乘积：

B = P−1AP

=

0 0 1
0 1 −1
1 −1 0

0 2 1
1 −4 0
3 0 0

1 1 1
1 1 0
1 0 0


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3. 线性变换
例例例3-12 的的的解解解答答答

续算矩阵乘积：

B =

 3 0 0
−2 −4 0
−1 6 1

1 1 1
1 1 0
1 0 0

 =

 3 3 3
−6 −6 −2
4 5 −1

 .
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3. 线性变换
例例例3-12 的的的解解解答答答

所以，线性变换 f 在基 {α1,α2,α3} 下的矩阵为

B =

 3 3 3
−6 −6 −2
4 5 −1

 .
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3. 线性变换
特特特征征征值值值与与与特特特征征征向向向量量量

【【【定定定义义义3-4】】】特特特征征征值值值与与与特特特征征征向向向量量量

矩矩矩阵阵阵情情情形形形：：：

若存在非零列向量 α 和标量 λ，使得矩阵方程 Aα = λα 成立，则称 λ 为矩阵 A 的特特特征征征值值值，
α 为对应的特特特征征征向向向量量量。

线线线性性性变变变换换换情情情形形形：：：

设 A : V → V 是数域 K 上线性空间 V 中的线性变换。如果存在非零向量 α ∈ V 和标量
λ ∈ K，使得

A(α) = λ⊙α

成立，则称 λ 为线性变换 A 的一个特特特征征征值值值，α 为 A 对应于特征值 λ 的特特特征征征向向向量量量。
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3. 线性变换
特特特征征征值值值与与与特特特征征征向向向量量量

变换后蓝、橙两个方向保持不变，仅向量长度发生变化。
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3. 线性变换
特特特征征征值值值与与与特特特征征征向向向量量量

例3-13：求矩阵的特征值与特征向量

设矩阵 A =

(
1 2
2 1

)
，求其特征值 λ 与对应的特征向量 α ̸= 0 满足方程 Aα = λα。
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3. 线性变换
特特特征征征值值值与与与特特特征征征向向向量量量

例3-13：求矩阵的特征值与特征向量

设矩阵 A =

(
1 2
2 1

)
，求其特征值 λ 与对应的特征向量 α ̸= 0 满足方程 Aα = λα。

解解解：：：由特征方程 det(A− λI) = 0 求解特征值：

det

(
1− λ 2
2 1− λ

)
= (1− λ)2 − 4 = λ2 − 2λ− 3 = 0.

解此二次方程得特征值：λ1 = 3, λ2 = −1。
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3. 线性变换
特特特征征征值值值与与与特特特征征征向向向量量量

其次，对每个特征值求解特征向量：

• 对对对于于于 λ1 = 3：解齐次线性方程组 (A− 3I)α = 0，即(
−2 2
2 −2

)(
α1

α2

)
=

(
0
0

)
.

该方程组等价于 α1 = α2，故基础解系为

(
1
1

)
，全部特征向量为 k1

(
1
1

)
(k1 ̸= 0)。
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3. 线性变换
特特特征征征值值值与与与特特特征征征向向向量量量

• 对对对于于于 λ2 = −1：解齐次线性方程组 (A+ I)α = 0，即(
2 2
2 2

)(
α1

α2

)
=

(
0
0

)
.

该方程组等价于 α1 = −α2，故基础解系为

(
−1
1

)
，全部特征向量为 k2

(
−1
1

)
(k2 ̸= 0)。

因此，矩阵A的特征值为 λ1 = 3和 λ2 = −1，对应的全部特征向量分别为 k1

(
1
1

)
和 k2

(
−1
1

)
，

其中 k1, k2 为非零任意常数。
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3. 线性变换
特特特征征征值值值与与与特特特征征征向向向量量量

板书示例：多项式空间上线性变换的特征值与特征向量

设 V = P1[t] = {a0 + a1t | a0, a1 ∈ R}，dimV = 2，ε1 = 1, ε2 = t 是 V 的一组基。定义 V 上的线
性变换 A：

A(1) = 1 + 2t, A(t) = 2 + t =⇒ A(1, t) = (1, t)

(
1 2
2 1

)
.

求 A 的特征值与特征向量。
答答答案案案：：：

A(k1 + k1t) = 3(k1 + k1t), A(−k2 + k2t) = (−1)(−k2 + k2t), k1, k2 ̸= 0.
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3. 线性变换
特特特征征征值值值与与与特特特征征征向向向量量量

为什么？化为矩阵的特征问题

设 α = (ε1, . . . , εn)X，其中 X 是 α 在基 ε1, . . . , εn 下的坐标。当求 Aα = λα 时，即

A(ε1, . . . , εn)X = λ(ε1, . . . , εn)X ⇐⇒ (ε1, . . . , εn)AX = (ε1, . . . , εn)(λX),

即求解矩阵特征问题 AX = λX 。

例如当 λ = 3 时，X = k1

(
1
1

)
，对应的

α = (ε1, ε2)

(
k1
k1

)
= k1 + k1t.
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3. 线性变换
特特特征征征值值值与与与特特特征征征向向向量量量

例3-14：求线性变换的特征值与特征向量（抽象案例）

设线性空间 V = P1[t] 为次数不超过 1 的多项式构成的线性空间。定义线性变换 A : V → V 在空间
基 {1, t} 上的作用为：

A(1) = 1 + 2t, A(t) = 2 + t.

求该线性变换 A 的特征值 λ 与对应的特征向量（即非零多项式 p(t) ∈ V），满足方程
A(p(t)) = λ p(t)。
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3. 线性变换
特特特征征征值值值与与与特特特征征征向向向量量量

例3-14：求线性变换的特征值与特征向量（抽象案例）

设线性空间 V = P1[t] 为次数不超过 1 的多项式构成的线性空间。定义线性变换 A : V → V 在空间
基 {1, t} 上的作用为：

A(1) = 1 + 2t, A(t) = 2 + t.

求该线性变换 A 的特征值 λ 与对应的特征向量（即非零多项式 p(t) ∈ V），满足方程
A(p(t)) = λ p(t)。
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3. 线性变换
特特特征征征值值值与与与特特特征征征向向向量量量

解解解：：：首先，将线性变换 A 在给定的基 {1, t} 下表示为矩阵。基向量 1 和 t 在该基下的坐标分别

为

(
1
0

)
和

(
0
1

)
。计算它们在 A 下的像的坐标：

A(1) = 1 + 2t ⇒ 坐标：

(
1
2

)
,

A(t) = 2 + t ⇒ 坐标：

(
2
1

)
.

因此，线性变换 A 在基 {1, t} 下的矩阵表示为：

AA =

(
1 2
2 1

)
.

接下来，问题转化为求矩阵 AA 的特征值与特征向量，解法与前述矩阵案例完全相同。
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3. 线性变换
特特特征征征值值值与与与特特特征征征向向向量量量

由特征方程 det(AA − λI) = 0 求解特征值：

det

(
1− λ 2
2 1− λ

)
= (1− λ)2 − 4 = λ2 − 2λ− 3 = 0.

解此二次方程得特征值：λ1 = 3, λ2 = −1。
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3. 线性变换
特特特征征征值值值与与与特特特征征征向向向量量量

其次，对每个特征值求解特征向量：

• 对对对于于于 λ1 = 3：解齐次线性方程组 (AA − 3I)α = 0，即(
−2 2
2 −2

)(
v1
v2

)
=

(
0
0

)
.

该方程组等价于 v1 = v2，故基础解系对应的坐标向量为

(
1
1

)
。将此坐标向量还原为 V 中

的多项式，得到对应 λ1 = 3 的特征向量（多项式）为：

p1(t) = k1 · (1 · 1 + 1 · t) = k1(1 + t), k1 ̸= 0.
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3. 线性变换
特特特征征征值值值与与与特特特征征征向向向量量量

• 对对对于于于 λ2 = −1：解齐次线性方程组 (AA + I)α = 0，即(
2 2
2 2

)(
v1
v2

)
=

(
0
0

)
.

该方程组等价于 v1 = −v2，故基础解系对应的坐标向量为
(
−1
1

)
。将此坐标向量还原为 V

中的多项式，得到对应 λ2 = −1 的特征向量（多项式）为：

p2(t) = k2 · (−1 · 1 + 1 · t) = k2(−1 + t), k2 ̸= 0.
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3. 线性变换
特特特征征征值值值与与与特特特征征征向向向量量量

因此，线性变换 A 的特征值为 λ1 = 3 和 λ2 = −1，对应的全部特征向量（多项式）分别为
k1(1 + t) 和 k2(−1 + t)，其中 k1, k2 为非零任意常数。

总总总结结结：此例中，线性变换 A 在基 {1, t} 下的矩阵表示恰好为
(
1 2
2 1

)
，与前述矩阵案例中的矩阵 A

相同。这清晰地展示了以下对等关系：

矩矩矩阵阵阵案案案例例例：直接对具体矩阵 A 进行分析，特征向量为列向量。

抽抽抽象象象案案案例例例：对定义在线性空间 P1[t] 上的抽象线性变换 A 进行分析，通过选取基获得其矩阵表
示 AA，求解后需将坐标向量“翻译”回原空间中的多项式。
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3. 线性变换
常常常见见见线线线性性性变变变换换换的的的特特特征征征值值值与与与特特特征征征向向向量量量

例3-15：投影变换的特征值与特征向量

已知 R2 上的投影变换 Pβ（把向量投影到给定方向 β ̸= 0 上）。问：Pβ(α) =?α，即求 Pβ 的特征
值与特征向量。
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3. 线性变换
常常常见见见线线线性性性变变变换换换的的的特特特征征征值值值与与与特特特征征征向向向量量量

解解解：：：由投影的几何意义分类讨论：

• 若 α = kβ（与 β 共线），则 Pβ(α) = 1 ·α，故 λ1 = 1，特征向量为 kβ (k ̸= 0)；

• 若 α ⊥ β（与 β 正交），则 Pβ(α) = 0 = 0 ·α，故 λ2 = 0，特征向量为所有与 β 正交的非
零向量。
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3. 线性变换
常常常见见见线线线性性性变变变换换换的的的特特特征征征值值值与与与特特特征征征向向向量量量

例3-16：求导变换的特征值与特征向量

在 V = Pn[t] 上考虑求导变换 D：α = a0 + a1t+ · · ·+ ant
n ∈ Pn[t]，

D(α) = a1 + 2a2t+ · · ·+ nant
n−1。问：D(α) =?α？
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3. 线性变换
常常常见见见线线线性性性变变变换换换的的的特特特征征征值值值与与与特特特征征征向向向量量量

解解解：：：（（（1）））指指指定定定基基基并并并求求求矩矩矩阵阵阵表表表示示示。。。取 Pn[t] 的标准基

B = (1, t, t2, . . . , tn).

由于 D(1) = 0，且对 j = 1, 2, . . . , n 有 D(tj) = jtj−1，故微商变换在基 B 下的矩阵为

AD = [D]B =


0 1 0 · · · 0

0 0 2
. . .

...
...

. . .
. . .

. . . 0
0 · · · 0 0 n
0 · · · · · · 0 0

 .
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3. 线性变换
常常常见见见线线线性性性变变变换换换的的的特特特征征征值值值与与与特特特征征征向向向量量量

（（（2）））求求求矩矩矩阵阵阵的的的特特特征征征值值值与与与特特特征征征向向向量量量。。。矩阵 AD 为上三角矩阵，故

χAD (λ) = det(λI −AD) = λn+1.

因此唯一的特征值为 λ = 0。设矩阵的特征向量为 x = (x0, x1, . . . , xn)
T，则

ADx = 0 ⇐⇒ x1 = x2 = · · · = xn = 0.

所以，矩阵 AD 对应于特征值 0 的全体非零特征向量为

x = c


1
0
...
0

 , c ̸= 0.
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3. 线性变换
常常常见见见线线线性性性变变变换换换的的的特特特征征征值值值与与与特特特征征征向向向量量量

（（（3）））将将将坐坐坐标标标向向向量量量还还还原原原到到到多多多项项项式式式空空空间间间。。。这里的 x 是特征向量 α ∈ Pn[t] 在基 B 下的坐标，即

[α]B = c


1
0
...
0

 ⇐⇒ α = c · 1 = c, c ̸= 0.

故
λ = 0, α = c (c ̸= 0) .

也就是说，D 的特征向量恰为所有非零常数多项式。
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3. 线性变换
常常常见见见线线线性性性变变变换换换的的的特特特征征征值值值与与与特特特征征征向向向量量量

例3-17：旋转变换的特征值与特征向量

问：Rθ(α) =?α（α ̸= 0，Rθ 为 R2 中旋转 θ 角的变换，且 θ ̸= kπ）。
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3. 线性变换
常常常见见见线线线性性性变变变换换换的的的特特特征征征值值值与与与特特特征征征向向向量量量

解解解：：：取 V = R2 的一组基 e1, e2，则

Rθ(e1, e2) = (e1, e2)

(
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

)
.

计算特征多项式：

|λI −A| =
∣∣∣∣λ− cos θ sin θ
− sin θ λ− cos θ

∣∣∣∣ = λ2 − 2 cos θ λ+ 1, ∆ = (2 cos θ)2 − 4 < 0,

故 λ 无无无实实实数数数解解解，即旋转变换（θ ̸= kπ）没有实的特征值与特征向量——几何上，旋转改变了每
个非零向量的方向。

Jingbo Xia 线性空间与线性变换 2026秋——人工智能2401/2402 229 / 235



3. 线性变换
常常常见见见线线线性性性变变变换换换的的的特特特征征征值值值与与与特特特征征征向向向量量量

小结：化为矩阵的特征问题

对一般映射 A(x) ≜ Ax（x ∈ Rn），问 A(x) =?x，即求解矩阵特征问题

Ax = λx

——求矩阵 A 的特征值与特征向量。
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3. 线性变换
例例例3-19：：：考考考研研研真真真题题题（（（2005）））——————由由由相相相似似似关关关系系系求求求特特特征征征值值值

例3-19：考研真题（2005）——由相似关系求特征值

设 A 为 3 阶矩阵，α1,α2,α3 是线性无关的三维列向量，且满足

Aα1 = α1 +α2 +α3, Aα2 = 2α2 +α3, Aα3 = 2α2 + 3α3.

（1）. 求矩阵 B，使得 A(α1,α2,α3) = (α1,α2,α3)B
（2）. 求矩阵 A 的特征值
（3）. 求可逆矩阵 P，使得 P−1AP 为对角矩阵
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3. 线性变换
例例例3-19 的的的解解解答答答

解解解：：：（1）将各像按基 (α1,α2,α3) 分解，系数按按按列列列排列即得

B =

1 0 0
1 2 2
1 1 3

 .

（2）记 P 1 = (α1,α2,α3)（列向量线性无关，故可逆），则 AP 1 = P 1B，即 P−11 AP 1 = B
——这正是定定定理理理3-2：B 是线性变换 x 7→ Ax 在基 (α1,α2,α3) 下的矩阵，与 A 相似，故特征
值相同：

det(λI −B) = (λ− 1)2(λ− 4) = 0 =⇒ λ = 1, 1, 4.

（3）对 B 求特征向量：λ = 1 时 (−1, 1, 0)T , (−2, 0, 1)T；λ = 4 时 (0, 1, 1)T。拼成 Q，则
Q−1BQ = diag(1, 1, 4)。取 P = P 1Q，即得 P−1AP = diag(1, 1, 4)。
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3. 课堂掠影

四教B304， 2026-09-04
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