
算例 ：《引入深度学习模型 φ，简化 和 ——变分自编码器 》

在上一章中，我们处理了一个“混合推断”模型，其中既有需要逐个优化的经典因子，也有通过神经网络

分摊计算压力的摊销因子。为了更透彻地理解摊销推断（ ）的力量，本章将探讨其在深

度学习领域的旗舰应用——标准变分自编码器（ ）。

变分自编码器 的算例定义

为了透彻理解摊销推断（ ）的纯粹形式，我们将变分自编码器（ ）作为一个标

准算例引入。在 框架下，所有观测样本共享同一套推断逻辑。

变量定义与逻辑对齐

的变量设定与本讲义之前关于“摊销因子 Z1”的推导具有完美的逻辑一致性。在本算例中，我们不

再保留经典的坐标更新因子 Z2, Z3，而是聚焦于全局映射：

符号 描述 在本讲义中的逻辑对应

X 观测变量（如高维图像、基因表达谱） 对应前章的观测值 X

Z 低维隐变量（ ） 对应前章的摊销因子 Z1

φ 变分参数（ 神经网络权重） 对应推断网络参数 φ

θ 生成参数（ 神经网络权重） 对应生成模型参数（通常视为超参数或全局参数）

概率模型设定：先验与似然

在 作为一个生成模型时，其概率结构定义如下：

隐变量先验 ：假设隐空间服从标准正态分布，为所有样本提供统一的流形约束：

P (Z) = N (Z|0, )

观测似然 ：由生成网络（ ）参数化。给定隐变量 Z，观测值 X 的生成过程为：

Pθ(X|Z) = N (X|fθ(Z), σ2 ) 或 (fθ(Z))

这里 fθ 是由参数 θ 定义的深度神经网络。

变分后验 ：由于真实后验 P (Z|X)不可积，我们使用推断网络（ ）进

行摊销估计：

qφ(Z|X) = N (Z|µφ(X), σ2φ(X))
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图 标准 的 表示。实线代表生成模型 Pθ(X|Z)P (Z)，蓝色虚线代表由编码器参数化的摊销推
断路径 qφ(Z|X)。

概率图模型

的概率图反映了生成路径（实线）与推断路径（虚线）的结合。与第 章的混合模型相比，它的

结构更为纯粹——所有样本 Xi 的隐变量推断完全依赖于全局参数 φ。

为了更直观地理解 的工作原理，我们将模型分解为生成路径与推断路径。这种拆分有助于理解全

局参数 θ 和 φ 是如何分别作用于所有样本的。
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图 的生成与推断路径对比。 展示了从隐变量到观测数据的生成逻辑，由参数 θ 控制； 展示了

从观测数据到隐空间的摊销推断逻辑，由参数 φ 控制。

的目标函数：

在摊销推断框架下，我们的目标是最大化对数边缘似然 P (X)。由于其不可积性，我们转而优化其下

界（ ）。本节将详细展示如何从概率分解的角度推导出 的损失函数。

的基本定义

对于单个样本 X，引入变分分布 qφ(Z|X)，根据 不等式， 定义为：

LELBO(φ, θ) = Eqφ(Z|X)

�
Pθ(X,Z)

qφ(Z|X)




利用联合概率分解 Pθ(X,Z) = Pθ(X|Z)P (Z)，我们可以将上式展开为两项：

LELBO(φ, θ) = Eqφ(Z|X)[ Pθ(X|Z)]
( '& )
重建项

+Eqφ(Z|X)

�
P (Z)

qφ(Z|X)




( '& )
正则化项



重建项与交叉熵的关系 第一项 Eqφ(Z|X)[ Pθ(X |Z)] 衡量了从隐变量 Z 恢复观测值 X 的准确度。在给

定 Z 的情况下， Pθ(X |Z) 实际上是观测分布的对数似然。

情形 伯努利分布 ：若 X ∈ {0, 1}D 是二值数据（例如黑白图像），Pθ(X|Z) 为伯努利分布，则该
项的负数 −Eq[ P ] 恰好等于 X 与生成值 fθ(Z) 之间的 二元交叉熵 。

情形 高斯分布 ：若 Pθ(X |Z) = N (X|fθ(Z), σ2 )，则该项对应于 均方误差 重建损失。

证明（情形 ）

若观测数据 X ∈ {0, 1}D 为二值向量，我们假设每个维度 xi 独立服从以神经网络输出 x̂i = fθ(Z)i 为参

数的伯努利分布：

Pθ(X|Z) =
D"

i=1

x̂xii (1− x̂i)1−xi

对似然函数取对数：

Pθ(X |Z) =
D!

i=1

[xi x̂i + (1− xi) (1− x̂i)]

在深度学习中，二元交叉熵 的定义为：

(X, X̂) = −
D!

i=1

[xi x̂i + (1 − xi) (1− x̂i)]

因此，最大化对数似然等价于最小化 损失：

−Eqφ [ Pθ(X|Z)] = Eqφ [ (X, fθ(Z))]

证明（情形 ）

高斯分布与均方误差 若观测数据 X ∈ RD 为连续变量（例如基因表达量或彩色图像），假设

Pθ(X |Z) 服从均值为 fθ(Z)、方差为 σ2 的多元高斯分布：

Pθ(X|Z) = 1

(2πσ2)D/2



−|X − fθ(Z)|2

2σ2

�

取对数似然：
Pθ(X|Z) =

�
1

(2πσ2)D/2

	
− |X−fθ(Z)|2

2σ2

= − 1
2σ2

|X − fθ(Z)|2 − D
2

(2πσ2)

忽略常数项 D
2

(2πσ2)，其负对数似然与均方误差 成正比：

− Pθ(X|Z) ∝ |X − fθ(Z)|2

若固定 σ2 = 0.5（即常见简化设定），则重建项的负值恰好等于 损失：

−Eqφ [ Pθ(X|Z)] = Eqφ [ (X, fθ(Z))] +



正则化项与 散度的转换 第二项可以利用 散度的定义进行恒等变形：

Eqφ(Z|X)

�
P (Z)

qφ(Z|X)



=

#
qφ(Z|X)

P (Z)

qφ(Z|X)
dZ

= −
#
qφ(Z|X)

qφ(Z|X)

P (Z)
dZ

= −DKL(qφ(Z|X)#P (Z))

这一项强制变分后验 qφ 靠近先验 P (Z)（通常是标准正态分布），起到了正则化的作用，防止隐空间坍缩。

− 成为最终损失函数

综合以上推导， 在最小化目标（ ）时的表达式为：

J (φ, θ) = −LELBO = Eqφ(Z|X)[− Pθ(X |Z)]
( '& )
重建损失 如交叉熵或

+DKL(qφ(Z|X)#P (Z))( '& )
隐空间约束

神经网络实现 设置的两个

第一个 ：重建项的重参数化表达

由于重建项 Eqφ(Z|X)[ Pθ(X |Z)] 中的期望算子依赖于待优化的推断网络参数 φ，直接求导会产生极大

的方差。为了实现端到端的梯度传导，我们引入重参数化技巧。

令隐变量 Z 表达为观测值 X 与独立噪声 � 的确定性映射函数：

Z(�;φ) = µφ(X) + σφ(X)� �, 其中 � ∼ N (0, )

此时，重建项可以改写为对噪声分布 � 的期望，从而将随机性从参数 φ 中解耦出来：

Eqφ(Z|X)[ Pθ(X |Z)] = E�∼N (0, ) [ Pθ(X | µφ(X) + σφ(X)� �)]

在该表达形式下，针对 φ 的优化目标梯度可以穿过采样层直接计算：

∇φLrecon ≈ 1

L

L!

l=1

∇φ Pθ(X | µφ(X) + σφ(X)� �(l))

其中 �(l) 是从标准正态分布中提取的第 l 个随机样本。

重参数化技巧。由于上式中的期望算子 Eqφ 依赖于参数 φ，直接对 φ 求导会导致高方差。因此，我们必须引入重参数化技巧：

令 Z = µφ(X) + σφ(X)� �，其中 � ∼ N (0, )。此时，梯度可以平滑地流经随机采样节点：

∇φEqφ(Z|X)[f(Z)] = E�∼N (0, )[∇φf(µφ(X) + σφ(X)� �)]

这使得整个 可以通过标准的分批随机梯度下降（ ）进行端到端优化。



第二个 ： 散度的解析展开

假设隐变量 Z 的维度为 d。在标准 中，为了保证计算的解析性，通常对推断模型与先验模型做如

下分布设定：

变分后验分布：qφ(Z|X) = N (Z;µ, σ2 )，其中 µ 和 σ2 是由 神经网络输出的参数向量。

先验分布：P (Z) = N (Z; 0, )，即假设隐空间服从标准正态分布。

根据信息论中两个 d 维多元高斯分布 p = N (µ1,Σ1) 与 q = N (µ2,Σ2) 之间 散度的通用计算公式：

DKL(p # q) =
1

2

�
(Σ−12 Σ1) + (µ2 − µ1)TΣ−12 (µ2 − µ1)− d+

|Σ2|
|Σ1|




我们将 的具体参数代入上述公式，即令 p = qφ（µ1 = µ,Σ1 = Σ）且 q = P (Z)（µ2 = 0,Σ2 = ）。

由于 Σ2 为单位矩阵，其逆矩阵与行列式均为 ，公式可简化为：

DKL(qφ(Z|X) # P (Z)) = 1

2

�
(Σ1) + µ

Tµ− d− |Σ1|
�

由于在 中我们假设 Σ1 是对角矩阵 (σ21, σ
2
2, . . . , σ

2
d)，矩阵的迹等于对角元素之和，行列式的对

数等于对角元素对数的求和。据此，我们可以将上式展开为各维度分量相加的闭式解：

DKL(qφ(Z|X) # P (Z)) = 1

2

d!

j=1

�
µ2j + σ

2
j − (σ2j )− 1

�

核心 的 实现

核心 的 实现

输出的重建值

原始观测值

输出的均值

输出的对数方差

重参数化采样

采样标准噪声

核心公式

计算重建项 以二元交叉熵为例

对应

散度的解析展开

对应



总结

不同于上章所提的混合推断模型，标准 假设所有隐变量均由全局映射函数（神经网络）控制。因

此，其变分分布不再包含坐标更新项，而是一个纯粹的摊销分布 qφ(Z|X) 。

其 的表达式简化为：

(φ, θ) = Eqφ(Z|X)[ Pθ(X|Z)]
( '& )

重建似然

−DKL(qφ(Z|X)#P (Z))( '& )正则化约束

为什么说 是摊销推断的极致？

我们可以从以下两个关键点看到 对推断范式的革新：

完全取消局部参数：在之前的 Z2, Z3 更新中，我们仍需维护坐标均值 µ2, µ3 。但在 中，对于数

百万个样本，我们只需要存储一套全局参数 φ。任何新样本的后验分布都通过 fφ(X) 瞬间计算得出。

重参数化梯度的普适化： 将上一章中提到的“重参数化处理”应用到了极致 。通过

Z = µφ(X)+σφ(X)� �，它将复杂的随机推断问题彻底转化为了一个标准的、可利用自动微分工具（如
）求解的端到端神经网络优化问题。

总结：从 到分层模型

标准 是摊销推断的一个“极简点”。当我们理解了 如何利用 φ 处理单个隐变量后，就能更轻

松地理解后面章节中“多模态基因表征对齐”的分层耦合结构——那本质上是多个 模块通过共享空间 S

进行协同推断的产物。


