
算例 ：最简单的例子《多隐变量高斯模型》

为了理解坐标上升法（ ）中“期望背景”的含义，我们构造如下概率模型。

模型设定

假设观测变量 X1,X2 的生成过程受隐变量 Z1, Z2, Z3 共同控制，具体逻辑如下：

先验分布：假设隐变量相互独立，且服从标准高斯分布：

P (Zj) = N (Zj|0, 1), j = 1, 2, 3

观测似然：假设观测值是隐变量的线性组合加上高斯噪声：
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图 多隐变量模型的板式记号

联合对数概率 P (X,Z) 的展开

忽略常数项，联合对数概率 P (X,Z) 可以写为：
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变分后验 q∗1(Z1) 的具体计算（配方法）

根据 公式，我们计算 Z1 的最优分布：

q∗1(Z1) = Eq2,q3[ P (X,Z)] +

我们将 P (X,Z) 中关于 Z1 的二项式展开，并取期望：

q∗1(Z1) = Eq2,q3
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由于 q∗1 是关于 Z1 的二次函数，因此 q∗1(Z1)依然是一个高斯分布。利用配方法 详情见附录章节 ，

我们可以导出 q∗1(Z1) 为高斯分布 N (µ∗1, (σ
2
1)
∗)：
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Z1 的新均值取决于 (X1 +X2) 与其他隐变量期望值 E[Z2], E[Z3] 的差。

逻辑注记：变分参数何时登场？

在我们的推导中，变分参数 µj 和 σ2j 的出现经历了以下逻辑：

诱导产生：我们并未预设 q(Z) 是高斯分布，但由于模型采用了高斯似然与高斯先验，数学推导

的结果“诱导”出了二次项结构。

参数定义：直到我们看到二次项形式时，我们才正式定义 µ∗1 和 (σ21)
∗ 作为该分布的特征统计量。

迭代循环：一旦定义完成，这些变分参数就成为了 算法在下一轮迭代中需要的“环境背

景”（即公式中的 µ2, µ3）。

迭代流程

算法通过逐个更新均值 µj 实现：
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1 , µ

(0)
2 , µ

(0)
3 。

迭代 t：

µ
(t)
1 ← (X1+X2)−2(µ(t−1)

2 +µ
(t−1)
3 )

2+σ2

µ
(t)
2 ← (X1+X2)−2(µ(t)1 +µ

(t−1)
3 )

2+σ2

µ
(t)
3 ← (X1+X2)−2(µ(t)1 +µ

(t)
2 )

2+σ2

收敛：当 µ 变化量低于阈值或 停止增长时停止。

直觉说明：这是一种“责任分担”机制。每个隐变量都在扣除其他变量的“期望贡献”后，解释剩余的观测

残差。

变分后验 q∗1(Z1) 的另一种算法

如果我们不希望依赖复杂的配方法来诱导分布形状，可以采用“先预设、后优化”的策略。

预设变分族与参数化

我们直接定义变分分布属于高斯族，并在推导前显式地引入变分参数：

qj(Zj;µj, σ
2
j ) = N (Zj|µj, σ2j ), j = 1, 2, 3



这里，µj 和 σ2j 即为待优化的变分参数。
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其中，待优化的变分参数集合为 ν = {µ1, s21, µ2, s22, µ3, s23}。
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图 逻辑图：方框代表待优化的确定性变分参数，圆圈代表由这些参数控制的高斯随机变

量。注意，在变分模型中，不同 Zj 之间没有边，体现了强行解耦的特性。

目标函数的参数化表达

此时，证据下界 转化为关于向量 ν = [µ1, σ1, µ2, σ2, µ3, σ3]
T 的标量函数：

L(ν) = Eq[ P (X,Z)] +H(q)

其中 H(q) = Eq[− q(Z)] 为变分分布的熵。

期望能量项 利用高斯分布的二阶矩性质 Eqν [Zj] = µj 且 Eq[Z
2
j ] =

µ2j + σ
2
j，我们可以直接展开期望项：
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注意：此处利用了平均场假设下隐变量间的独立性，使得 E[ZiZj] = µiµj i �= j 。
变分熵项 对于高斯变分分布，其熵项具有闭式解：

H(q) = Eq[− q(Z)] =
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经过整理，完整的证据下界 可表示为：
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优化算法的一般性策略

在得到目标函数的参数化表达后，我们不再需要配方法获得变分的参数迭代，也不需要使用坐标上升的

解析更新公式（ ），我们转而通过梯度为零来直接寻找 ν∗，或者梯度下降 ν(t+1) = ν(t) + η∇νL(ν) 来进
行数值优化。

梯度计算与结果一致性验证

通过对目标函数 L(ν) 直接求偏导，我们可以验证 与 的等价性。以 µ1 为例：
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令梯度为零，解得如下结果，与 结果一致。
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类似的，从 L(ν) 提取包含 σ21 的项，只保留与 σ21 有关的部分：
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逻辑闭环：

在解析路径中，这种形式是通过配方“凑”出来的。

在数值路径中，这种形式是通过寻找 函数的极值点“走”出来的。

这证明了对于高斯模型，预设高斯分布族这一行为并没有损失精确度，反而简化了推断的思考量。

方法论对比：

配方法路径：追求解析解，计算效率极高，但仅适用于共轭模型。

预设路径：追求通用性，可处理非共轭模型（如 P (X |Z) 是神经网络），是现代深度学习中 等模型的基础。



算例 ：《在算例 中引入深度学习模型 φ 后，多隐变量高斯模型的

混合推断方案》

算例的定义，及训练策略的调整

模型设定的一个变化

此节中，我们基本考虑与算例 相同的设定，仅仅将隐变量集合 Z 中的一个变分因子 Z1 进行调整，其

变分后验分布不再由独立的 µ1 控制，而是由一个深度学习模型 φ 输出，称其为摊销因子。在变分推断的语

境下，“摊销”这一术语反映了从“局部参数优化”向“全局映射函数”的范式转移。 这意味着 Z1 的推断过程从

“逐点参数优化”转向“全局函数映射”。

摊销因子 Z1：qφ(Z1|X)，其中 φ 是神经网络（编码器）的参数。它学习的是从观测 X 到隐空间 Z1 的

通用映射。

经典因子 Z2, Z3：保持 q2(Z2) 和 q3(Z3)，由坐标参数 µ2, µ3 控制。

同时，对隐变量的变分的计算通过 进行，与章节 相同。此时，变分族定义为：q(Z) =

qφ(Z1|X)q2(Z2)q3(Z3)。这里有一个最主要的变化便是变分后验：

qφ(Z1|X) = N (µφ(X), σ2φ(X))

概率图模型
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图 摊销变分推断下的 。实线代表生成模型 P (X|Z)，蓝色虚线代表由 φ 参数化的摊销推断路径

qφ(Z1|X)。

此时的概率图模型反映了生成过程（实线）与推断路径（虚线）的结合。特别是 Z1 的推断不再是孤立

的，而是由 X 通过参数 φ 引导的。φ 是神经网络的权重，决定了从 X 到 Z1 的映射逻辑。

计算成本的分摊 。传统 Z2, Z3 ：对于每一个新的观测点 X(i)，都必须重新运行迭代优化算法

（如 ）来寻找最优的变分参数 µ(i)。摊销 Z1 ：虽然训练神经网络 φ 的初始成本很高，但一旦训练完成，对于任何新样

本，只需一次前向计算即可瞬间获得后验分布。高昂的训练成本被分摊到了海量的预测任务中。

参数规模的压缩 。非摊销模式：变分参数的数量与样本量 N 成正比（即 O(N)），在大规模数据集

下会遭遇“维度灾难”。摊销模式：参数量仅由神经网络的权重 φ 决定，与样本量 N 无关（即 O(1)）。这使得模型能够处理数以亿

计的数据点，而不增加推断参数的负担。

概率图中的全局性 。在概率图模型（ ）中，φ 位于 （矩形框）之外。这在数学上准确地表达

了 φ 是所有观测数据 X1, . . . ,XN 共同分摊并学习出来的全局逻辑，而非属于某个特定样本的局部变量。



混合迭代策略：解析与梯度的协同

由于隐变量 Z1 嵌套在由参数 φ 定义的神经网络中，其后验分布无法获得解析解。我们采用一种“解析

更新 梯度更新”的混合方案（ ）：

局部因子 Z2, Z3 ：保持解析更新。在计算期望背景时，直接使用神经网络当前输出的期望值

Eqφ [Z1] = µφ(X)。

全局参数 φ ：利用重参数化技巧 将期望算子内部的梯度传回

φ，解决随机节点不可导的问题。

的推导和计算

定义

在混合推断框架下，全变分分布假设为 q(Z) = qφ(Z1|X)q(Z2)q(Z3)。证据下界 的定义为：

= Eqφq2q3 [ P (X,Z1, Z2, Z3)− qφ(Z1|X)q(Z2)q(Z3)]

为了便于推导迭代公式，我们将 展开并按照变量的依赖关系进行分解：展开联合概率分布 P (X,Z)，

包含观测模型的似然项和各隐变量的先验项：

Eqφ(Z1|X)q2q3[ P (X|Z1, Z2, Z3) + P (Z1) + P (Z2) + P (Z3)].

将变分分布分解并代入后， 可以写为针对不同参数的贡献项之和：

= Eqφ [Eq2q3[ P (X|Z1, Z2, Z3)] + P (Z1)− qφ(Z1|X)]
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针对 Z1 的重参数化处理 为了使 φ 的梯度可计算，我们利用重参数化技巧 Z1 = µφ(X) + σφ(X)� �，将摊
销项改写为关于噪声分布 � ∼ N (0, I) 的期望形式。此时，全系统的目标函数 (φ, µ2, µ3) 为：

(φ, µ2, µ3) = E�∼N (0,I) [Eq2q3 [ P (X |Z1(�, φ), Z2, Z3)] + P (Z1(�, φ))− qφ(Z1(�, φ)|X)]( '& )
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中期望的计算，参数 φ, µ2, µ3 的交替优化

在得到重参数化的 表达式后，推断的核心在于如何处理其中的期望算子 E。在混合推断框架下，

算法采取了“解析路径”与“随机采样路径”并行的策略。

在第 t 次迭代中，算法按如下步骤交替进行：

(φ, µ2, µ3) 这个记号的选取同时提醒读者，后期优化的参数分别是 φ, µ2, µ3

Z2, Z3 负责捕捉数据中符合经典统计分布的部分，利用解析解确保在已知背景下的绝对最优。φ 驱动的 Z1 负责学习数据中复

杂的、非线性的隐特征，通过大数据的“摊销”效应分摊推断成本。



解析更新坐标因子 µj(j = 2, 3) ：对于经典隐变量 Z2, Z3，其变分分布 qj 具有简单的闭式解（参考

）。在更新 µj 时，摊销因子 Z1 的期望直接由神经网络当前的输出均值 Eqφ [Z1] = µφ(X;φ(t−1)) 替代

（以 Z2 为例）：
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针对摊销因子 φ 的蒙特卡洛采样 结合重参化 ：由于 φ 嵌套在随机采样层中，其期望无法解析。我们

将 Z1 表达为噪声变量 � ∼ N (0, I)，进行重参数，从噪声分布中抽取 L 个样本 {�(l)}Ll=1，构造近似梯度。

Z1(�;φ) = µφ(X) + σφ(X)� �

此时，针对 φ 的优化目标梯度 ∇φ (φ, µ2, µ3) 可通过蒙特卡洛采样近似估计（它代替了期望计算）：
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下面我们对该公式进行计算。

联合分布项 P (X,Z
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1 , µ2, µ3)：这一项由“似然”和“先验”组成：
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在已知坐标背景 µ2, µ3 的情况下，针对神经网络参数 φ 的梯度估算式为：
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Z
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1 = µφ(X) + σφ(X) · �(l) （重参数化采样节点）
�(l) ∼ N (0, 1) （独立标准高斯噪声样本）

µ2, µ3 （由上一轮 更新得到的确定性常量）



参数步进 使用随机梯度上升 φ(t) ← φ(t−1) + η · ∇φ 更新网络权重：

计算 各项

重构路径

先验路径

熵路径

汇总 取 的平均值

反向传播与优化

总结：混合推断

在这种设定下，模型展现出了极强的灵活性：Z2, Z3 负责捕捉数据中符合经典统计分布的部分（严谨、

解析），而 φ 驱动的 Z1 则负责学习数据中复杂的、非线性的隐特征（强大、灵活）。


