
假设我们有 𝑁 个训练样本(𝑥𝑖, 𝑦𝑖)，其中𝑥𝑖 ∈ ℝ𝕕是特征向量，𝑦𝑖 ∈ +1,−1 是类别标签（二

分类）。我们希望找到一个超平面𝑤𝑇𝑥 + 𝑏 = 0  将两类样本分开，并且这个超平面要尽可能

“好”——不仅能把训练样本分开，还要对未见样本有很好的泛化能力。 

1、几何直观：如果一个超平面离两类样本都尽可能远（即“间隔”最大），那么它对新样本的

容忍度最高，分类最稳健。这个“间隔”定义为：离超平面最近的正样本和负样本到超平面的

距离之和，即 
2

|w|
（当函数间隔取 1 时）。所以，最大化间隔等价于最小化|w| 

 

于是，我们得到原始优化问题： 

min⁡
𝑤,𝑏

1

2
∥ 𝑤 ∥2 s.t.𝑦𝑖(𝑤

𝑇𝑥𝑖 + 𝑏) ≥ 1, 𝑖 = 1,… ,𝑁 

 

目标函数
1

2
|w|2  是为了后续求导方便（平方的一半求导后就是|𝑤|）。 

约束条件为yi(w
Txi + b) ≥ 1  保证了所有样本被正确分类且距离超平面至少为 1（即“函数

间隔”至少为 1）。 

这是一个凸二次规划问题，因为目标函数是二次凸函数，约束是线性的，可行域是凸集。理

论上可以直接用现成的优化包求解，但直接求解w, b在高维情况下效率不高，因此，引入拉

格朗日乘子法。 

 

1、拉格朗日乘子法是处理带约束优化问题的经典工具。它将原始问题（带约束）转化为一

个无约束的极大极小问题，通过引入额外的变量（拉格朗日乘子）来“吸收”约束。 

对于一个一般形式的优化问题： 

min⁡
𝑥

𝑓(𝑥)s.t.𝑔𝑖(𝑥) ≤ 0, 𝑖 = 1,… ,𝑚 

 

我们可以构造拉格朗日函数： 

𝐿(𝑥, 𝛼) = 𝑓(𝑥) +∑𝛼𝑖

𝑚

𝑖=1

𝑔𝑖(𝑥), 𝛼𝑖 ≥ 0 

 

这里𝛼𝑖就是拉格朗日乘子。为什么αi ≥ 0？因为如果约束𝑔𝑖(𝑥) ≤0 被违反（即gi(x) > 0），那

么 𝛼𝑖可以取很大的正数使得函数 𝐿 变得很大，从而在min
x

max
α≥0

L中，最优解会自动迫使 𝛼𝑖

只在满足约束时取有限值（具体见 KKT 条件）。 

2.2 为什么有时是“减号”？ 

在 SVM 的常见推导中，约束是yi(w
Txi + b) − 1 ≥ 0。若我们令gi(w, b) = 1 − yi(w

Txi + b) ≤

0，则拉格朗日函数为： 

𝐿 =
1

2
∥ 𝑤 ∥2+∑𝛼𝑖

𝑖

(1 − 𝑦𝑖(𝑤
𝑇𝑥𝑖 + 𝑏)) 

 

这样写是“加号”形式。但有些教材为了保持与原始约束符号一致，直接使用gi = yi(w
Txi +

b) − 1 ≥ 0，此时需要将约束写成≥形式，拉格朗日函数中一般用减号： 



𝐿 =
1

2
∥ 𝑤 ∥2−∑𝛼𝑖

𝑖

(𝑦𝑖(𝑤
𝑇𝑥𝑖 + 𝑏) − 1), 𝛼𝑖 ≥ 0 

 

 

这样，当yi(w
Txi + b) − 1 < 0（违反约束）时，−αi(负值) 为正，𝛼𝑖增大使得函数𝐿 

 变大，同样起到惩罚作用。两种写法本质等价，只是符号习惯不同。关键在于乘子非负且

约束与乘子的乘积在最优时为零（互补松弛）。 

构造拉格朗日函数（采用减号形式） 

对于 SVM 原始问题： 

min⁡
𝑤,𝑏

1

2
∥ 𝑤 ∥2 s.t.𝑦𝑖(𝑤

𝑇𝑥𝑖 + 𝑏) − 1 ≥ 0, 𝑖 = 1,… ,𝑁 

 

引入 αi ≥ 0，构造： 

𝐿(𝑤, 𝑏, 𝛼) =
1

2
∥ 𝑤 ∥2−∑𝛼𝑖

𝑁

𝑖=1

[𝑦𝑖(𝑤
𝑇𝑥𝑖 + 𝑏) − 1] 

 

3.2 原始问题等价于 min-max 

我们想要在满足约束的条件下最小化f(w)，这个目标可以写成： 

min⁡
𝑤,𝑏

max⁡
𝛼𝑖≥0

𝐿(𝑤, 𝑏, 𝛼) 

 

解释：对固定的(w, b)，内层的max
𝛼≥0

𝐿会取到： 

3.2.1 如果所有约束都满足(yi(w
Txi + b) − 1 ≥ 0)，那么−αi(非负) ≤ 0，最大值在 αi = 0 时

取得，值为
1

2
|w|2。如果某个约束被违反(𝑦𝑖(𝑤

𝑇𝑥𝑖 + 𝑏) − 1 < 0)那么−αi(负值) > 0，让αi →

+可使 L → +。外层⁡min
w,b

为了避免无穷大，必然只选择满足所有约束的(w, b)，此时内层最大

值就是
1

2
|w|2，于是 min-max 就等价于原问题。 

3.3 对偶问题：交换 min 和 max 

拉格朗日对偶性告诉我们，在一定条件下（强对偶），我们可以交换最小化和最大化的顺序： 

max⁡
𝛼𝑖≥0

min⁡
𝑤,𝑏

𝐿(𝑤, 𝑏, 𝛼) = min⁡
𝑤,𝑏

max⁡
𝛼𝑖≥0

𝐿(𝑤, 𝑏, 𝛼) 

 

交换后得到的maxmin L  称为对偶问题，它通常更容易求解，而且会揭示出重要结构（如

内积、支持向量）。 

 

4. 求解对偶问题 

4.1 对𝐰⁡和⁡𝐛⁡求极小（内部最小化） 



固定 α，我们求 L(w, b, α) 关于w⁡和⁡b⁡的最小值。因为L⁡是⁡w的凸二次函数，最小值可以通

过令梯度为 0 得到。 

• 对 𝑤 求梯度（向量导数）： 

∇𝑤𝐿 = 𝑤 −∑𝛼𝑖

𝑁

𝑖=1

𝑦𝑖𝑥𝑖 = 0 ⇒ 𝑤 =∑𝛼𝑖

𝑁

𝑖=1

𝑦𝑖𝑥𝑖 

 

这表明最优的𝑤 是样本点的线性组合，系数为αiyi。 

• 对𝑏 求偏导： 

∂𝐿

∂𝑏
= −∑𝛼𝑖

𝑁

𝑖=1

𝑦𝑖 = 0 ⇒∑𝛼𝑖

𝑁

𝑖=1

𝑦𝑖 = 0 

 

将这两个结果代入 L，消去⁡w⁡和⁡b： 

首先，将𝑤 = ∑𝛼𝑖𝑦𝑖𝑥i代入
1

2
|𝑤|2： 

1

2
𝑤𝑇𝑤 =

1

2
(∑𝛼𝑖

𝑖

𝑦𝑖𝑥𝑖)

𝑇

(∑𝛼𝑗
𝑗

𝑦𝑗𝑥𝑗) =
1

2
∑𝛼𝑖
𝑖,𝑗

𝛼𝑗𝑦𝑖𝑦𝑗(𝑥𝑖 ⋅ 𝑥𝑗) 

 

然后处理第二项： 

−∑𝛼𝑖
𝑖

[𝑦𝑖(𝑤
𝑇𝑥𝑖 + 𝑏) − 1] = −∑𝛼𝑖

𝑖

𝑦𝑖𝑤
𝑇𝑥𝑖 − 𝑏∑𝛼𝑖

𝑖

𝑦𝑖 +∑𝛼𝑖
𝑖

 

 

利用𝑤 = ∑ 𝛼𝑗𝑦𝑗𝑥𝑗𝑗 ，有： 

∑𝛼𝑖
𝑖

𝑦𝑖𝑤
𝑇𝑥𝑖 =∑𝛼𝑖

𝑖

𝑦𝑖 (∑𝛼𝑗
𝑗

𝑦𝑗𝑥𝑗)

𝑇

𝑥𝑖 =∑𝛼𝑖
𝑖,𝑗

𝛼𝑗𝑦𝑖𝑦𝑗(𝑥𝑖 ⋅ 𝑥𝑗) 

 

而𝑏∑ 𝛼𝑖𝑦𝑖𝑖 = 0 由第二个条件得到。所以： 

𝐿 =
1

2
∑𝛼𝑖
𝑖,𝑗

𝛼𝑗𝑦𝑖𝑦𝑗(𝑥𝑖 ⋅ 𝑥𝑗) −∑𝛼𝑖
𝑖,𝑗

𝛼𝑗𝑦𝑖𝑦𝑗(𝑥𝑖 ⋅ 𝑥𝑗) +∑𝛼𝑖
𝑖

=∑𝛼𝑖
𝑖

−
1

2
∑𝛼𝑖
𝑖,𝑗

𝛼𝑗𝑦𝑖𝑦𝑗(𝑥𝑖 ⋅ 𝑥𝑗) 

 

于是，对偶问题（外部最大化）为： 

max⁡
𝛼

∑𝛼𝑖

𝑁

𝑖=1

−
1

2
∑∑𝛼𝑖

𝑁

𝑗=1

𝑁

𝑖=1

𝛼𝑗𝑦𝑖𝑦𝑗(𝑥𝑖 ⋅ 𝑥𝑗) 

s.t.∑𝛼𝑖

𝑁

𝑖=1

𝑦𝑖 = 0, 𝛼𝑖 ≥ 0, 𝑖 = 1,… , 𝑁 



 

这是一个关于 α 的凸二次规划（实际上最大化一个凹函数，因为二次项是负的），并且约束

很简单。目标函数中只出现样本的内积，这为核技巧埋下伏笔。 

4.2 KKT 条件与支持向量 

在最优解处，必须满足 KKT 条件，其中最重要的一个是互补松弛： 

𝛼𝑖[𝑦𝑖(𝑤
𝑇𝑥𝑖 + 𝑏) − 1] = 0, ∀𝑖 

 

这意味着： 

• 如果αi > 0，则yi(w
Txi + b) = 1即该样本点位于间隔边界上（称为支持向量）。 

• 如果yi(w
Txi + b) > 1（远离边界的点），则𝛼𝑖 = 0，它们对𝑤没有贡献。 

因此，𝑤 = ∑ 𝛼𝑖𝑦𝑖𝑥𝑖𝑖∈𝑆𝑉  仅由支持向量决定，体现了 SVM 的稀疏性。 

 

5. 如何求解对偶问题：SMO 算法 

对偶问题是一个带线性等式约束和非负约束的二次规划。当样本数𝑁很大时，传统二次规划

方法效率低。SMO（Sequential Minimal Optimization） 是一种专为 SVM 设计的快速算法，

由 John Platt 提出。 

5.1 SMO 的基本思想 

SMO 采用坐标上升（或下降）的思路，每次只优化两个变量，固定其余变量，因为等式约

束 ∑𝛼𝑖𝑦𝑖 = 0 使得至少有两个变量可以联动。每次选取两个变量𝛼𝑖 , 𝛼𝑗，将原问题转化为一

个带约束的二次规划子问题，可以直接解析求解。然后不断更新直到收敛。 

5.2 具体步骤 

1. 初始化 𝛼向量为 0（或其他可行值）。 

2. 选择两个变量：常用启发式，优先选择违反 KKT 条件最严重的点。外层循环遍历所

有样本，内层循环选择与当前样本配对优化的另一个变量（通常选使目标函数增长

最大的）。 

3. 解析求解两个变量的子问题： 

o 假 设 选 定 𝛼1, 𝛼2 ， 固 定 其 他 𝛼𝑖(𝑖 ≥ 3) 。 由 等 式 约 束 : 𝛼1𝑦1 + 𝛼2𝑦2 =

−∑ 𝛼𝑖𝑦𝑖𝑖≥3 = 𝜁（常数）。将目标函数中与𝛼1, 𝛼2相关的项展开,代入 𝛼₂⁡ =

⁡(𝜁⁡ − ⁡𝛼₁⁡𝑦₁)/𝑦₂，得到关于 𝛼₁ 的二次函数。 

o 结合边界0⁡ ≤ ⁡𝛼₁, 𝛼₂⁡ ≤ ⁡𝐶（软间隔时 C 为惩罚参数；硬间隔时⁡𝐶⁡ = ⁡∞，但

通常设一个大数），求此二次函数的最大值，并修剪到可行域内。。 

o 更新𝛼₁, 𝛼₂。 

4. 更新阈值 𝒃：每更新一对 𝛼⁡后，需要重新计算b 以保持 KKT 条件。公式根据支持向

量的情况推导。 

5. 检查收敛：判断所有  𝛼 是否满足 KKT 条件（容忍一定误差），若不满足则继续迭代。 

5.3 为什么每次选两个变量？ 

因为如果只更新一个变量， ∑⁡𝛼ᵢ⁡𝑦ᵢ⁡ = ⁡0就无法保持（除非那个变量对应的 𝑦ᵢ⁡ = ⁡0，但不可

能），所以必须至少同时更新两个变量。SMO 将问题降到二维，使得每一步都能快速解析求

解，从而极大提高了效率。 

 

6. 从对偶解得到原始分类器 

求出最优𝛼*⁡后，可得到： 



𝑤∗ =∑𝛼𝑖
∗

𝑁

𝑖=1

𝑦𝑖𝑥𝑖 

 

对于 𝑏，可利用任意一个支持向量⁡xₛ（即⁡αₛ⁡ > ⁡0⁡且⁡yₛ⁡(w · xₛ⁡ + ⁡b) ⁡= ⁡1）计算： 

𝑏∗ = 𝑦𝑠 −𝑤∗ ⋅ 𝑥𝑠 

 

实践中通常取所有支持向量的平均值以提高稳定性。 

最终决策函数为： 

𝑓(𝑥) = sign(𝑤∗ ⋅ 𝑥 + 𝑏∗) = sign(∑𝛼𝑖
∗

𝑁

𝑖=1

𝑦𝑖(𝑥𝑖 ⋅ 𝑥) + 𝑏∗) 

 

 

7. 核技巧与非线性 SVM 

如果数据不是线性可分的，我们可以将输入空间映射到高维特征空间 𝜑(𝑥)，使数据变得线

性可分。在对偶问题中，目标函数和决策函数只依赖于内积𝑥𝑖 ⋅ 𝑥𝑗，因此我们只需定义核函

数 𝐾(𝑥ᵢ, 𝑥ⱼ) ⁡= ⁡𝜑(𝑥ᵢ) · 𝜑(𝑥ⱼ)，而无需显式知道 𝜑。常见核函数有： 

• 线性核：K(x, z) ⁡= ⁡x · z 

• 多项式核：K(x, z) ⁡= ⁡ (x · z⁡ + ⁡c)ᵈ 

• 高斯核（RBF）：K(x, z) ⁡= ⁡exp(−γ‖x − z‖²) 

• Sigmoid 核：K(x, z) ⁡= ⁡tanh(κ⁡x · z⁡ + ⁡θ) 

引入核后，对偶问题变为： 

max⁡
𝛼

∑𝛼𝑖
𝑖

−
1

2
∑𝛼𝑖
𝑖,𝑗

𝛼𝑗𝑦𝑖𝑦𝑗𝐾(𝑥𝑖 , 𝑥𝑗) 

 

约束不变。决策函数为： 

𝑓(𝑥) = sign(∑𝛼𝑖
𝑖

𝑦𝑖𝐾(𝑥𝑖, 𝑥) + 𝑏) 

 

 

8. 软间隔与松弛变量 

当数据有噪声或线性不可分时，我们允许某些样本被错分或位于间隔内部，引入松弛变量

⁡ 𝜉ᵢ⁡ ≥ ⁡0 和惩罚参数𝐶⁡ > ⁡0。原始问题变为： 

min⁡
𝑤,𝑏,𝜉

1

2
∥ 𝑤 ∥2+ 𝐶∑𝜉𝑖

𝑁

𝑖=1

 

s.t.𝑦𝑖(𝑤
𝑇𝑥𝑖 + 𝑏) ≥ 1 − 𝜉𝑖 , 𝜉𝑖 ≥ 0, 𝑖 = 1,… , 𝑁 

 

对应的拉格朗日函数加入 𝜉ᵢ 的乘子，最终对偶问题仅多了一个上界：0⁡ ≤ ⁡𝛼ᵢ⁡ ≤ ⁡𝐶。SMO 算



法仍然适用，只需在修剪时考虑上界𝐶。 

 

9. 总结：从最优超平面到 SVM 的完整流程 

1. 原始问题：最大化间隔 ⇒ 最小化⁡½‖w‖²，约束⁡yᵢ⁡(wᵀ⁡xᵢ⁡ + ⁡b) ⁡≥ ⁡1。 

2. 引入拉格朗日乘子：构造⁡ 𝐿(𝑤, 𝑏, 𝛼) ⁡= ⁡½‖𝑤‖²⁡ −⁡∑⁡𝛼ᵢ⁡[𝑦ᵢ⁡(𝑤ᵀ⁡𝑥ᵢ⁡ + ⁡𝑏) ⁡− ⁡1]，𝛼ᵢ⁡ ≥

⁡0 

3. 转化为对偶问题：交换 min 和 max，对𝑤, 𝑏⁡求偏导得w⁡ = ⁡∑⁡αᵢ⁡yᵢ⁡xᵢ⁡和⁡∑⁡αᵢ⁡yᵢ⁡ = ⁡0，

代入消元得到关于 𝛼的二次规划。 

4. 求解对偶问题：用 SMO 算法迭代优化 𝛼。 

5. 恢复原始参数：w⁡ = ⁡∑⁡αᵢ⁡yᵢ⁡xᵢ，b 由支持向量求得。 

6. 预测：对新样本𝑥，计算 𝑓(𝑥) ⁡= ⁡𝑠𝑖𝑔𝑛(∑⁡𝛼ᵢ⁡𝑦ᵢ⁡𝐾(𝑥ᵢ, 𝑥) ⁡+ ⁡𝑏) 

 

 

展开讲解一下拉格朗日乘子法 

 

拉格朗日乘子法是一种用来求解带约束条件的优化问题的强大工具。它的核心思想是：把约

束条件“吸收”到目标函数中，通过引入额外变量（乘子）来平衡目标函数和约束之间的关系。

最终，原来的带约束问题可以转化为一个无约束的“极大极小”问题，而这正是对偶性的起点。 

 

一、先从最简单的等式约束说起 

假设我们要在满足约束 𝑔(𝑥, 𝑦) = 0 的条件下，找到函数 𝑓(𝑥, 𝑦) 的极值点。例如，求原点到

曲线 𝑥2 + 𝑦2 = 1 的最小距离，即： 

min⁡ 𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥2 + 𝑦2s.t.𝑔(𝑥, 𝑦) = 𝑥2 + 𝑦2 − 1 = 0. 

 

直观上，约束条件限制了 (𝑥, 𝑦) 必须在单位圆上，目标就是圆上的点离原点最近的距离（实

际上最小值是 1，在圆上任意点都满足，但这是特例）。更一般的情况，我们要在曲线上找

函数 𝑓 的极值。 

关键观察： 在极值点处，目标函数的等高线与约束曲线一定是相切的。因为如果它们相交

但不切，沿着约束移动一点，目标函数值还能继续变化，就不是极值点。相切意味着它们的

梯度方向平行（或反平行），即存在一个标量 𝜆 使得： 

∇𝑓 = 𝜆∇𝑔. 

 

这里的 𝜆 就是拉格朗日乘子。 

于是，我们可以构造一个拉格朗日函数： 

ℒ(𝑥, 𝑦, 𝜆) = 𝑓(𝑥, 𝑦) − 𝜆 𝑔(𝑥, 𝑦). 

 

为什么是减号？其实符号可以任意，只要最终求出的 𝜆 符号对应即可，但习惯上常用减号。

那么，令 ℒ 对 𝑥, 𝑦, 𝜆 的偏导为 0： 

∂ℒ

∂𝑥
= 0,

∂ℒ

∂𝑦
= 0,

∂ℒ

∂𝜆
= 0(即 𝑔(𝑥, 𝑦) = 0). 



 

这三个方程正好给出了 ∇𝑓 = 𝜆∇𝑔 和约束条件。解这个方程组就得到候选极值点。 

 

二、不等式约束与“惩罚”思想 

实际问题中，约束往往是不等式，比如 SVM 中的 𝑦𝑖(𝑤
𝑇𝑥𝑖 + 𝑏) ≥ 1。考虑一个简单例子： 

min⁡ 𝑓(𝑥)s.t.𝑔(𝑥) ≤ 0. 

 

这里的 𝑔(𝑥) ≤ 0 表示可行域是 𝑔(𝑥) ≤ 0 的区域。如果我们在可行域内找最小值，那么“边

界” 𝑔(𝑥) = 0 上的点可能是候选。但怎么用拉格朗日乘子处理不等式呢？ 

直观想法： 我们想要惩罚那些违反约束的点。如果 𝑔(𝑥) > 0（即违反了 𝑔(𝑥) ≤ 0），我们希

望给目标函数加一个巨大的惩罚，让优化算法自动避开这些点。这个惩罚可以用乘子 𝜆 来实

现：构造 

ℒ(𝑥, 𝜆) = 𝑓(𝑥) + 𝜆 𝑔(𝑥), 𝜆 ≥ 0. 

 

如果 𝑔(𝑥) > 0，那么 𝜆𝑔(𝑥) 是正的，且 𝜆 可以任意大（因为我们要对固定的 𝑥 取最大值），

所以 max⁡𝜆≥0 ℒ(𝑥, 𝜆) = +∞。反之，如果 𝑔(𝑥) ≤ 0，那么 𝜆𝑔(𝑥) ≤ 0，最大值在 𝜆 = 0 处取

得，值为 𝑓(𝑥)。 

于是，原始问题可以等价地写成： 

min⁡
𝑥

max⁡
𝜆≥0

ℒ(𝑥, 𝜆). 

 

为什么？因为内层的 max⁡ 相当于在检查 𝑥 是否可行：若不可行，内层值为无穷大，外

层 min⁡ 自然不会选它；若可行，内层值就是 𝑓(𝑥)。所以 min⁡𝑥max⁡𝜆≥0 ℒ 正好是在可行域内

最小化 𝑓(𝑥)。 

这就是“极小极大”的由来：先对乘子取最大（惩罚），再对变量取最小（选择最好的可行点）。 

 

三、从几何上看这个“极大极小” 

想象我们有一个碗形的目标函数 𝑓(𝑥)（想求它的最小值）和一个约束区域 𝑔(𝑥) ≤ 0（比如

一个圆盘）。对每个固定的 𝑥，max⁡𝜆≥0[𝑓(𝑥) + 𝜆𝑔(𝑥)] 的值取决于 𝑔(𝑥) 的符号： 

• 如果 𝑥 在圆盘内（𝑔(𝑥) ≤ 0），那么 𝜆 越大，𝜆𝑔(𝑥) 越负，所以最大值在 𝜆 = 0 处，

值为 𝑓(𝑥)。 

• 如果 𝑥 在圆盘外（𝑔(𝑥) > 0），那么 𝜆 可以取无穷大，使整个式子无穷大。 

所以  max⁡𝜆  扮演了一个“开关”角色：它让所有不可行的点都输出无穷大，从而在外

层 min⁡𝑥 中自动被排除。 

 

四、对偶问题：交换 min 和 max 

有了 min⁡𝑥max⁡𝜆≥0 ℒ(𝑥, 𝜆)，我们自然想问：如果交换顺序，得到 max⁡𝜆≥0min⁡𝑥 ℒ(𝑥, 𝜆)，会

是什么？这就是对偶问题。在一般情况下，对偶问题的值不大于原问题的值（弱对偶性）；

但在某些条件下（凸性、Slater 条件等），两者相等（强对偶性）。SVM 就满足这些条件，因

此我们可以通过求解对偶问题来得到原问题的解，而通常对偶问题更容易处理（比如引入核

函数）。 

交换顺序后的 max⁡𝜆≥0min⁡𝑥 ℒ(𝑥, 𝜆) 为什么是“极大极小”？因为现在我们先固定 𝜆，对 𝑥 求

最小值（得到关于 𝜆 的函数），然后再对这个函数求最大值。这个顺序恰好与原始顺序相反。 

 



五、用 SVM 的拉格朗日函数回顾 

在 SVM 中，原始问题： 

min⁡
𝑤,𝑏

1

2
∥ 𝑤 ∥2 s.t.𝑦𝑖(𝑤

𝑇𝑥𝑖 + 𝑏) ≥ 1. 

 

将约束写成 1 − 𝑦𝑖(𝑤
𝑇𝑥𝑖 + 𝑏) ≤ 0，设 𝑔𝑖(𝑤, 𝑏) = 1 − 𝑦𝑖(𝑤

𝑇𝑥𝑖 + 𝑏)，则拉格朗日函数为： 

ℒ(𝑤, 𝑏, 𝛼) =
1

2
∥ 𝑤 ∥2+∑𝛼𝑖

𝑖

𝑔𝑖(𝑤, 𝑏), 𝛼𝑖 ≥ 0. 

 

按照我们刚才的逻辑，原始问题等价于： 

min⁡
𝑤,𝑏

max⁡
𝛼𝑖≥0

ℒ(𝑤, 𝑏, 𝛼). 

 

为什么？因为对固定的 (𝑤, 𝑏)，如果某个 𝑔𝑖 > 0（即违反了约束），那么让对应的 𝛼𝑖 → ∞ 就

会使 ℒ → ∞，所以 max⁡ 会取无穷大，从而外层 min⁡ 不会选这个点。只有当所有 𝑔𝑖 ≤ 0 时，

max⁡ 才在 𝛼𝑖 = 0 处取到 
1

2
∥ 𝑤 ∥2。 

而我们对偶问题就是交换顺序： 

max⁡
𝛼𝑖≥0

min⁡
𝑤,𝑏

ℒ(𝑤, 𝑏, 𝛼). 

 

这正是我们之前推导的 SVM 对偶形式。 

 

六、总结 

• 拉格朗日乘子法的核心：引入乘子将约束并入目标，通过梯度条件求极值。 

• 对于不等式约束，乘子必须非负，且构造的拉格朗日函数在 max⁡𝜆≥0 下对违反约束

的点给予无穷大惩罚，从而将原问题等价为 min⁡𝑥max⁡𝜆≥0 ℒ(𝑥, 𝜆)。 

• 这种“极小极大”形式直观地体现了惩罚机制：先检验可行性（极大化惩罚），再选最

优（极小化目标）。 

• 交换顺序得到对偶问题 max⁡𝜆≥0min⁡𝑥 ℒ(𝑥, 𝜆)，在强对偶条件下与原问题等价，是许

多算法（如 SMO）的基础。 

 

想象你在玩一个游戏：你要在一条直线上找一个点，让这个点到原点的距离最短（目标函数），

但你必须保证这个点在一个指定的圆圈内（约束条件）。如果你直接去找，可能会跑出圆圈，

所以你必须时刻检查约束。 

数学上，我们想最小化一个函数 𝑓(𝑥)，同时满足一些条件 𝑔(𝑥) ≤ 0。这种“带着镣铐跳舞”的

问题，直接解很麻烦，因为约束把可行域限制在了一小块区域里，我们不能随便用普通的求

导方法（因为导数可能指向不可行的地方）。 

拉格朗日乘子法就像一个聪明的“惩罚机制”。它把约束条件变成一个“罚款项”，加到目标函

数里，形成一个新的函数，叫拉格朗日函数。这样一来，原来的带约束问题就变成了对这个

新函数无约束的极小化问题（其实是极小极大问题，我们先不谈那么细）。你只要解这个新

函数，就能自动满足原来的约束。 

打个比方：你是一个班主任，想让学生们安静（最小化吵闹声），但是规定他们不能离开座

位（约束）。你可以直接盯着他们，谁离开就扣分（惩罚）。如果惩罚足够重，学生们就会自



动乖乖坐着。拉格朗日乘子就是这个“惩罚力度”，你可以调整它，使得不守规矩的学生受到

无限大的惩罚，从而最终只有守规矩的学生被考虑。 

在 SVM 里，我们要最小化 
1

2
∥ 𝑤 ∥2，同时要求所有样本都满足 𝑦𝑖(𝑤

𝑇𝑥𝑖 + 𝑏) ≥ 1（即分类正

确且有一定间隔）。这个约束就是我们的“不能离开座位”。于是我们构造拉格朗日函数： 

𝐿(𝑤, 𝑏, 𝛼) =
1

2
∥ 𝑤 ∥2−∑𝛼𝑖

𝑁

𝑖=1

[𝑦𝑖(𝑤
𝑇𝑥𝑖 + 𝑏) − 1], 𝛼𝑖 ≥ 0. 

 

这里的 𝛼𝑖 就是拉格朗日乘子，相当于每个样本对应的“惩罚系数”。如果某个样本违反了约

束（即 𝑦𝑖(𝑤
𝑇𝑥𝑖 + 𝑏) − 1 < 0），那么后面的项就会变成 −𝛼𝑖 × 负数 = +𝛼𝑖 × 正数，而且 𝛼𝑖 可

以无限大，导致整个函数值无限大，所以最优解绝不会选这样的 𝑤, 𝑏。反之，如果所有样本

都满足约束，那么 𝛼𝑖 只能取 0，函数值就是 
1

2
∥ 𝑤 ∥2。这样，通过引入乘子，我们把约束“吸

收”进了目标函数。 

 

原始的拉格朗日函数形式是：我们先固定 𝑤, 𝑏，让 𝛼 任意大去惩罚违反约束的点，然后取最

小的 𝑤, 𝑏。这写作： 

min⁡
𝑤,𝑏

max⁡
𝛼≥0

𝐿(𝑤, 𝑏, 𝛼). 

 

数学家发现，在一定条件下（比如 SVM 满足的条件），我们可以交换 min⁡ 和 max⁡ 的顺序： 

max⁡
𝛼≥0

min⁡
𝑤,𝑏

𝐿(𝑤, 𝑏, 𝛼). 

 

这个交换后的形式就叫对偶问题。为什么要交换？因为对偶问题往往更好求解，并且能揭示

一些重要性质。 

好处一：求解变简单了 

在原始问题中，我们要同时优化 𝑤, 𝑏, 𝛼；在对偶问题里，我们先固定 𝛼，对 𝑤, 𝑏 求最小（这

个很容易，因为 𝑳 对 𝒘,𝒃 是简单的二次函数，可以直接用求导得到解析解）。然后我们得到

一个只含 𝛼 的函数，再去最大化它。这个过程把问题大大简化了。 

好处二：自然引出“支持向量” 

当你对 𝑤, 𝑏 求完最小后，得到的表达式是： 

max⁡
𝛼

∑𝛼𝑖

𝑁

𝑖=1

−
1

2
∑𝛼𝑖
𝑖,𝑗

𝛼𝑗𝑦𝑖𝑦𝑗(𝑥𝑖 ⋅ 𝑥𝑗). 

 

而且还有约束 ∑𝛼𝑖𝑦𝑖 = 0 和 𝛼𝑖 ≥ 0。解这个对偶问题得到的 𝛼𝑖 中，绝大多数都是 0，只有少

数几个大于 0。这些大于 0 的 𝛼𝑖 对应的样本就是“支持向量”——它们正好站在间隔边界上，

决定了最终的分类面。这解释了为什么算法叫“支持向量机”。 

好处三：为核技巧铺路 

在对偶问题的目标函数里，样本只以内积 𝑥𝑖 ⋅ 𝑥𝑗 的形式出现。如果我们想把数据映射到高维

空间，只需要把这个内积替换成一个核函数 𝐾(𝑥𝑖 , 𝑥𝑗)，就可以实现非线性分类，而完全不用



知道映射是什么。这就是核技巧的精髓。 

所以，通过对偶，我们不仅简化了计算，还获得了核技巧的能力，并且直观地看到了支持向

量的作用。 

 

对偶问题是一个二次规划问题：最大化一个二次函数，受线性约束和边界约束。当样本数

量 𝑁 很大时，直接用常规的二次规划求解器会非常慢。SMO 算法巧妙地解决了这个问题。 

核心思想：每次只更新两个 𝜶 

因为有一个等式约束 ∑𝛼𝑖𝑦𝑖 = 0，如果你只改变一个 𝛼𝑖，这个等式就破坏了。所以必须至少

同时改变两个 𝛼。SMO 每次选择两个 𝛼（比如 𝛼1, 𝛼2），固定其他所有 𝛼，然后在这个二维

子问题上直接求出这两个变量的最优值（有解析公式，不需要迭代）。更新完这两个变量后，

再选下一对，不断重复，直到所有 𝛼 都满足 KKT 条件。 

为什么高效？ 

• 每次的子问题可以直接用公式求解，非常快。 

• 选择哪两个变量也有启发式规则，优先选那些最违反 KKT 条件的，可以加速收敛。 

• 整个算法实现简单，收敛速度快，尤其适合大规模数据。 

类比一下 

想象你要把一堆苹果和橙子按颜色分开，但每次只能交换两个水果的位置。SMO 就是这样：

每次调整两个样本的“重要性”（𝛼 值），让它们更符合分类的要求，反复交换调整，最后所有

水果都站对了位置。 

 

总结 

• 拉格朗日乘子法：把带约束的优化问题变成无约束的惩罚问题，通过引入乘子，让

违反约束的点付出巨大代价，从而迫使最优解满足约束。 

• 对偶问题：通过交换 min⁡ 和 max⁡，得到一个更容易求解、并且能自然引入核函数和

支持向量的等价问题。 

• SMO 算法：专门用于高效求解对偶问题的迭代算法，每次只优化两个变量，解析求

解，速度快，适合大数据。 

希望这些解释能让你豁然开朗！如果还有疑问，随时再问。 

 


