
支持向量机（SVM）完整讲义

第一部分：拉格朗日函数与极大极小问题

四、构造拉格朗日函数

我们将约束写成标准形式 gi(w, b) ≤ 0。由于 yi(w
⊤xi + b) ≥ 1 等价于

1− yi(w
⊤xi + b) ≤ 0，我们令：

gi(w, b) = 1− yi(w
⊤xi + b) ≤ 0.

为每个约束引入一个拉格朗日乘子 αi ≥ 0，构造拉格朗日函数：

L(w, b,α) =
1

2
∥w∥2 +

n∑
i=1

αi

[
1− yi(w

⊤xi + b)
]
.

这里 α = (α1, α2, . . . , αn)
⊤ 是乘子向量。

为什么要这样构造？

对于固定的 (w, b)，如果某个约束被违反（即 1 − yi(· · · ) > 0），那么

由于 αi ≥ 0，该项 αi(1− yi(· · · )) 为正，且可以任意大（如果我们让 αi 很

大）。

当我们试图最小化 L 时，这样的点不可能成为最小值点，因为我们可

以通过增大 αi 使 L 趋于无穷大。因此，最小化 L 会迫使那些 αi 只对应满

足约束的点。这就是拉格朗日函数“吸收”约束的机理。

原始优化问题等价于求解：

min
w,b

max
α≥0

L(w, b,α).

核心原理解析

为什么要先对 α 取最大？对于不满足约束的点，最大值是无穷大；对

于满足约束的点，最大值就是原目标函数 f（因为 αi 可以取 0 使后项为

0）。

外面再对 (w, b) 取最小，就得到了原问题的最优解。
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逻辑链路总结

1. 约束转化：将 SVM 几何间隔约束转化为标准形式 gi(w, b) ≤ 0。

2. 引入乘子：构造拉格朗日函数 L，将约束融入目标函数。

3. 筛选机制：利用 maxα≥0 操作，自动将不满足约束的解赋值为 +∞
从而被排除。

4. 最优求解：外层 minw,b 在可行域内寻找使原目标函数
1
2
∥w∥2 最小

的最优解。

核心结论

SVM 原始凸优化问题

min
w,b

1

2
∥w∥2 s.t. gi(w, b) = 1− yi

(
w⊤xi + b

)
≤ 0

等价于拉格朗日函数的极大极小问题：

min
w,b

max
α≥0

L(w, b, α)

其中拉格朗日函数定义为：

L(w, b, α) =
1

2
∥w∥2 +

n∑
i=1

αigi(w, b)

完整推导过程

第一步：定义内层最大值函数

固定参数 w, b，将拉格朗日函数关于拉格朗日乘子 α 求最大值，定义

内层函数：

F (w, b) = max
α≥0

[
1

2
∥w∥2 +

n∑
i=1

αigi(w, b)

]

第二步：分情况讨论 F (w, b) 的取值

情况1：满足所有约束 gi(w, b) ≤ 0

对所有样本 i，约束条件成立，此时 αi ≥ 0，因此 αigi(w, b) ≤ 0。要

使拉格朗日函数取得最大值，必须令所有 αi = 0，代入得：

F (w, b) =
1

2
∥w∥2
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情况2：存在约束被违反 gk(w, b) > 0

至少存在一个样本 k 不满足约束，此时令 αk → +∞，其余 αi = 0，

则：

L(w, b, α) =
1

2
∥w∥2 + αkgk(w, b) → +∞

因此：

F (w, b) = +∞

第三步：合并两种情况

综合可得内层最大值函数的分段表达式：

F (w, b) =


1

2
∥w∥2, ∀i, gi(w, b) ≤ 0

+∞, 存在 i, gi(w, b) > 0

第四步：求解外层最小值

对 F (w, b) 关于 w, b 求最小值：

min
w,b

F (w, b)

取值为 +∞ 的点不可能是最小值，会被自动排除；仅保留满足所有约束的
点，此时 F (w, b) = 1

2
∥w∥2。

因此：

min
w,b

F (w, b) = min
w,b

1

2
∥w∥2 s.t. gi(w, b) ≤ 0

最终等价性结论

min
w,b

1

2
∥w∥2 s.t. gi ≤ 0︸ ︷︷ ︸

SVM 原始优化问题

⇐⇒ min
w,b

max
α≥0

L(w, b, α)︸ ︷︷ ︸
拉格朗日极大极小问题

总结

1. 核心逻辑：通过拉格朗日乘子将带约束优化转化为无约束优化，约

束不满足时目标函数趋于无穷大，自动过滤无效解； 2. 等价性本质：满足

约束时，极大极小问题退化为原始目标函数，完美等价。
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SVM 拉格朗日极大极小问题的两层作用解析

第一点：内层 maxα≥0 的作用（筛选机制）

情况 1：不满足约束（1− yi(w
⊤xi + b) > 0，分类间隔不足）

由于 αi ≥ 0，此时 αi ·
(
1− yi(w

⊤xi + b)
)
为正数。若将 αi 调至 +∞，

则拉格朗日函数 L(w, b, α) 会趋向 +∞。后果：外层要对 (w, b) 求最小值，

因此这类不满足约束的 (w, b) 会被自动排除。

情况 2：满足约束（1− yi(w
⊤xi + b) ≤ 0）

为使 L(w, b, α) 取最大值，需令所有 αi = 0（否则会使 L 变小）。 后

果：此时 L 的最大值退化为原始目标函数 1
2
∥w∥2。

结论：先对 α 求最大值，相当于在过程中自动过滤掉所有不满足约束

的点，仅保留满足约束的 (w, b)。

第二点：外层 minw,b 的作用（求解最优）

经过内层筛选后，仅剩下满足约束的 (w, b)，此时 L的最大值为 1
2
∥w∥2，

因此外层优化问题变为：

min
w,b

(
满足约束时的 L

)
= min

w,b

1

2
∥w∥2

这与 SVM 最初的原始优化目标完全一致。

整体逻辑总结

1. 内层 max：充当“过滤器”，将不满足约束的解标记为 +∞，自动
排除。 2. 外层 min：在过滤后的可行解中，求解 1

2
∥w∥2 的最小值，等价

于原始带约束优化问题。
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第二部分：对偶问题与 SMO 算法

5.3 对偶问题与 SMO 算法详解

一、SVM 对偶问题形式

对偶问题是关于拉格朗日乘子 α 的凸二次规划问题：

max
α

W (α) =
n∑

i=1

αi −
1

2

n∑
i=1

n∑
j=1

αiαjyiyjx
⊤
i xj

约束条件：

subject to
n∑

i=1

αiyi = 0, αi ≥ 0, i = 1, . . . , n.

说明：最大化一个凹函数等价于最小化其负函数，因此该问题仍属于

凸优化范畴，变量个数等于训练样本数 n。

二、SMO 算法核心思想

SMO（Sequential Minimal Optimization，序列最小优化） 是专

门为求解上述对偶问题设计的高效迭代算法。

核心思想：将“一次性求解所有 αi”的大规模优化问题，拆解为每次

只优化 2 个 α 的极小子问题，通过迭代逐步收敛到全局最优解。

三、为什么必须同时优化 2 个变量？

关键约束
∑n

i=1 αiyi = 0 是一个线性等式约束，这决定了变量更新的最

小单元：如果只修改 1 个 αi，那么
∑

αiyi 的值必然改变，约束会被直接

破坏。必须同时修改 2 个变量 αi, αj，让它们的变化相互抵消，才能保持∑
αiyi = 0 不变。

举例说明

约束可拆分为：

αiyi + αjyj =常数

可以将 αi 增加一点，同时将 αj 减少一点，使两者的加权和保持不变，从

而满足等式约束✅。
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四、SMO 算法的整体逻辑

1. 问题分解：将高维二次规划拆分为最小的 2变量子问题。 2. 变量选

择：每次选择 2 个乘子 αi, αj 进行优化，其余变量固定。 3. 子问题求解：

在约束 αiyi + αjyj = 常数 及 αi, αj ≥ 0 下，解析求解使 W (α) 最大的新

值。 4. 迭代收敛：重复选择变量并更新，直到所有 α 满足 KKT 条件，算

法收敛。

总结

对偶问题：将原问题转化为关于 α 的凸二次规划，便于引入核函数处

理非线性分类。 SMO 算法：通过“每次只解 2 个变量”的策略，在保证

约束的前提下大幅降低计算复杂度，是 SVM 实际应用中最常用的求解方

法。

SMO 算法：为何必须优化两个变量详解

一、核心约束拆分

SVM 对偶问题存在关键等式约束：

n∑
k=1

αkyk = 0

在 SMO 算法中，我们仅优化两个变量 αi, αj，其余所有 αk（k ̸= i, j）固

定不变。

第一步：拆分“可变”与“不变”部分

将求和拆分为两部分：

αiyi + αjyj︸ ︷︷ ︸
要优化的两个变量

+
∑
k ̸=i,j

αkyk︸ ︷︷ ︸
固定不变的部分

= 0

由于其余 αk 固定，
∑

k ̸=i,j αkyk 是一个常数，记为 −γ：∑
k ̸=i,j

αkyk = −γ

代回原式并整理：

αiyi + αjyj = γ
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这里 γ 是常数，在本次迭代中保持不变。

二、消元为一元问题

我们的目标是消去一个变量，将二元优化转为一元问题。从约束方程

解出 αj：

αjyj = γ − αiyi

两边同时除以 yj（yj ∈ {+1,−1}，故 yj ̸= 0，可安全除）：

αj =
γ − αiyi

yj

三、直观含义：两个变量“绑定”

你不能单独修改 αi，因为一旦改变 αi，αj 必须跟着变化，才能保证

αiyi + αjyj = γ 不变。这就像天平的两端：左边放 αiyi 右边放 αjyj 它们

的总和必须是固定的“重量” γ 因此 αi 和 αj 是相互决定的：修改一个，

另一个会被自动确定。

四、具体数值例子

假设条件

yi = +1, yj = −1 当前 αi = 2, αj = 3 其他 αk 固定，因此 γ =

αiyi + αjyj = 2× 1 + 3× (−1) = −1

更新演示

现在更新 αi，令 αnew
i = 3，则：

αnew
j =

γ − αnew
i yi

yj
=

−1− 3× 1

−1
=

−4

−1
= 4

验证约束

αnew
i yi + αnew

j yj = 3× 1 + 4× (−1) = −1 = γ

✅约束依然满足！

7



总结

1. 约束本质：
∑n

k=1 αkyk = 0 是线性等式约束，仅修改 1 个变量会破

坏约束。 2. 变量绑定：必须同时修改 2个变量 αi, αj，通过 αiyi+αjyj = γ

相互抵消变化，保持约束不变。 3. 算法简化：将高维优化问题拆解为最小

的 2 变量子问题，通过解析解高效迭代收敛。

SMO 算法执行步骤详解

步骤 1：初始化

给所有拉格朗日乘子 αi 赋初值（通常初始化为全 0）。计算初始偏置

项 b。

步骤 2：启发式选择两个变量 αi, αj

为了让每次更新都能最大程度改善目标函数、加速收敛，采用启发式

策略选择要优化的变量： 1. 第一个变量：优先选择违反 KKT 条件最严

重的样本，例如满足 αi > 0 但 yi(w
⊤xi + b) ̸= 1 的样本。 2. 第二个变量：

选择与第一个样本“差异最大”的样本，例如使预测误差差 |Ei − Ej | 最大
的样本（Ei 为样本 i 的预测误差）。

步骤 3：在约束下更新 αi, αj（算法数学核心）

1. 用约束绑定两个变量

由 SVM 对偶问题的等式约束
∑n

k=1 αkyk = 0，固定其他 αk 后可得：

αiyi + αjyj = γ (γ 为常数)

将 αj 用 αi 表示：

αj =
γ − αiyi

yj

2. 代入目标函数，转化为一元二次问题

将上式代入对偶目标函数 W (α)，得到只含 αi 的二次函数：

W (αi) = Aα2
i +Bαi + C

对其求导并令导数为 0，得到未裁剪的最优解 αnew,unc
i 。
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步骤 3 逻辑总结

1. 变量绑定：利用线性等式约束，将两个变量 αi, αj 关联，保证更新

时约束不被破坏。 2. 问题降维：将二元优化问题转化为只含单个变量的一

元二次问题，可通过解析法快速求解。 3. 得到候选解：求导得到未加约束

的最优值，后续会对其进行范围裁剪，以满足 α ≥ 0 的约束。

SMO 算法步骤三详解：拆分目标函数

前置条件

上一步我们得到两个变量的绑定关系：

αj =
γ − αiyi

yj

SVM 对偶目标函数为：

W (α) =
n∑

k=1

αk −
1

2

n∑
k=1

n∑
l=1

αkαlykylx
⊤
k xl

我们的目标是将 αj 全部替换为 αi 的表达式，使 W 仅含 αi 这一个变量。

第一步：把 W (α) 拆成“含 αi, αj”和“不含”的部分

1. 核心项的通俗理解

我们重点关注第二个双重求和项：

核心项 =
n∑

k=1

n∑
l=1

αkαlykylx
⊤
k xl

可以把它想象成一个 n × n 的表格：k 是行号（遍历所有样本），l 是列

号（遍历所有样本），每一格 (k, l) 里放的数是 αkαlykylx
⊤
k xl，双重求和∑

k

∑
l 就是把这个 n× n 表格里所有 n2 个格子的数全部加起来。

2. 拆分表格（按是否含 i, j）

我们把这个大表格按照 k, l 是否等于 i, j，切成 9 个区域，只保留和

αi, αj 相关的部分：只含 i的区域 k = i, l = i，含 i和 j 的区域 k = i, l = j，

只含 j 的区域 k = j, l = j，含 j 和 i 的区域 k = j, l = i，完全不含 i, j 的

区域 k, l ̸= i, j，以及其他杂项，也就是与 αi, αj 无关的交叉项。
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3. 展开后的完整形式

将 W (α) 拆开，只关注和 αi, αj 有关的项，其他项都合并为常数 C：

W (α) = αi + αj︸ ︷︷ ︸
线性项

−1

2

(
α2
i y

2
i x

⊤
i xi + α2

jy
2
jx

⊤
j xj + 2αiαjyiyjx

⊤
i xj︸ ︷︷ ︸

二次项

+2αi

∑
k ̸=i,j

αkykyix
⊤
i xk+2αj

∑
k ̸=i,j

αkykyjx
⊤
j xk

)
+

(∑
k ̸=i,j

αk −
1

2

∑
k,l ̸=i,j

αkαlykylx
⊤
k xl

)
︸ ︷︷ ︸

常数项 C

4. 关键简化

所有 k ̸= i, j 的 αk 都固定，所以和 αi, αj 无关的项，最后都会合并成

常数 C。注意 y2i = 1, y2j = 1，这会极大简化二次项的计算。

总结

这一步的核心是降维：通过拆分双重求和项，把与 αi, αj 无关的部分

全部归为常数，只保留变量相关的线性项和二次项，为下一步代入 αj 并转

化为一元二次函数做准备。

SMO 算法步骤三详解：逐项展开与拆分

前置条件

上一步我们得到两个变量的绑定关系：

αj =
γ − αiyi

yj

SVM 对偶目标函数为：

W (α) =
n∑

k=1

αk −
1

2

n∑
k=1

n∑
l=1

αkαlykylx
⊤
k xl

我们的目标是将 αj 全部替换为 αi 的表达式，使 W 仅含 αi 这一个变量。

第一步：拆分双重求和项

将整个双重求和拆成 5 块的总和：∑
k,l

· · · = (k = i, l = i)︸ ︷︷ ︸
第1块

+(k = i, l = j)︸ ︷︷ ︸
第2块

+(k = j, l = i)︸ ︷︷ ︸
第3块

+(k = j, l = j)︸ ︷︷ ︸
第4块

+其他 (k, l ̸= i, j)︸ ︷︷ ︸
第5块
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第1块：k = i, l = i

项变为：αiαiyiyix
⊤
i xi，即 α2

i y
2
i x

⊤
i xi，对应公式里的 α2

i y
2
i x

⊤
i xi。

第2块 + 第3块：k = i, l = j 和 k = j, l = i

第2块为 αiαjyiyjx
⊤
i xj，第3块为 αjαiyjyix

⊤
j xi，两者相加为 2·αiαjyiyjx

⊤
i xj，

因为 x⊤
i xj = x⊤

j xi，对应公式里的 2αiαjyiyjx
⊤
i xj。

第4块：k = j, l = j

项变为：αjαjyjyjx
⊤
j xj，即 α2

jy
2
jx

⊤
j xj，对应公式里的 α2

jy
2
jx

⊤
j xj。

第5块：k, l ̸= i, j

这是剩下的所有格子，范围是 k, l 都不等于 i或 j。因为 αk 和 αl 都固

定不变，所以这一大坨可以看作一个常数，对应公式里的
∑

k,l ̸=i,j αkαlykylx
⊤
k xl。

第二步：合并为 W (α) 的结构化形式

将上述拆分代入 W (α)，整理为 4 个部分：

W (α) = αi + αj︸ ︷︷ ︸
块1: 线性变量项

−1

2

(
α2
i · · ·+ α2

j · · ·+ 2αiαj . . .︸ ︷︷ ︸
块2: 二次变量项

+2αi

∑
k ̸=i,j

· · ·+ 2αj

∑
k ̸=i,j

. . .︸ ︷︷ ︸
块3: 含 αi, αj 的线性项

)
+

(∑
k ̸=i,j

αk −
1

2

∑
k,l ̸=i,j

. . .

)
︸ ︷︷ ︸

块4: 纯常数项

说明

块1是只含 αi, αj 的一次项，块2是只含 αi, αj 的二次项，块3是含 αi, αj

与其他固定 αk 的交叉线性项，块4是完全不含 αi, αj 的纯常数项。

总结

这一步的核心是把复杂的双重求和拆解成变量相关项和常数项，为后

续代入 αj =
γ−αiyi

yj
、将 W (α) 化简为只含 αi 的一元二次函数做准备。
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步骤三详解：代入化简与解析求解（数学核心）

前置准备

已知两个变量的绑定关系（由等式约束
∑

αkyk = 0 推导）：

αj =
γ − αiyi

yj

我们的目标是将 W (α) 转化为只含 αi 的一元二次函数，并求其极值。

第二步：把 αj 用 αi 代入

(1) 先处理线性项 αi + αj

将绑定关系代入线性项：

αi + αj = αi +
γ − αiyi

yj

这是一个关于 αi 的一次项。

(2) 再处理二次项

二次项包含多种成分，代入 αj 后全部转化为 αi 的多项式：α2
i 项

自身保留，α2
j 项代入后变为

(
γ−αiyi

yj

)2
，即 α2

i 项，αiαj 项代入后变为

αi · γ−αiyi

yj
，即 α2

i 项，交叉项为 αi 与其他固定 αk 的交叉项，化简为 αi

的一次项。

(3) 合并系数

将所有含 α2
i 的项合并得到系数 A；将所有含 αi 的一次项合并得到系

数 B；剩余不含 αi 的常数项合并为 C。最终，目标函数转化为标准的一

元二次函数：

W (αi) = Aα2
i +Bαi + C

第三步：一元二次函数求极值（数学核心）

函数特性分析

我们要最大化 W (αi)。由于 SVM 对偶问题是凸优化问题（目标函数

为凹），因此二次项系数 A < 0，函数开口向下。结论为开口向下的抛物线，
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顶点即为最大值点。

解析求解

对 W (αi) 求导并令导数为 0：

dW

dαi

= 2Aαi +B

令 dW
dαi

= 0，解出 αi：

2Aαi +B = 0 =⇒ αi = − B

2A

结果定义

这个解被称为未裁剪的最优解 αnew,unc
i 。它是“还未考虑 αi ≥ 0, αj ≥ 0

箱型约束”时的纯数学极值点。后续操作是在得到 αnew,unc
i 后，根据 α 的

取值范围（0 ≤ α ≤ C）进行裁剪（Clipping），才能得到最终的可行解。

总结

这一步是 SMO算法的数学核心：一是降维，利用约束将二元问题转化

为一元二次函数；二是求极值，利用微积分知识直接求解最大值点（解析

解），避免了复杂的数值迭代，极大提升了计算效率。

SMO 算法步骤 3.3 & 步骤 4 详解

步骤 3.3：裁剪到合法区间 & 计算 αnew
j

裁剪到合法区间 [L,H]

由于 αi ≥ 0, αj ≥ 0（软间隔还需满足 αi ≤ C, αj ≤ C），未裁剪的最

优解 αnew,unc
i 必须被限制在区间 [L,H] 内。

若 yi ̸= yj：

L = max
(
0, αold

j − αold
i

)
, H = min

(
C, C + αold

j − αold
i

)
硬间隔时 H = +∞。
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若 yi = yj：

L = max
(
0, αold

i + αold
j − C

)
, H = min

(
C, αold

i + αold
j

)
最终裁剪为：

αnew
i = clip (αnew,unc

i , L, H)

即：

αnew
i =


L, αnew,unc

i < L

αnew,unc
i , L ≤ αnew,unc

i ≤ H

H, αnew,unc
i > H

由 αnew
i 计算 αnew

j

根据变量绑定关系 αiyi+αjyj = γ（常数），可由 αnew
i 直接计算 αnew

j ：

αnew
j = αold

j + yiyj
(
αold
i − αnew

i

)
步骤 4：更新偏置 b

用更新后的 αnew
i , αnew

j 计算新的偏置 b，保证支持向量满足 yi(w
⊤xi+

b) = 1。

计算候选 b

b1 = yi −
n∑

k=1

αkykx
⊤
k xi

b2 = yj −
n∑

k=1

αkykx
⊤
k xj

选择最终 b

若 αnew
i ∈ (0, C)，则 b = b1；若 αnew

j ∈ (0, C)，则 b = b2；若

αnew
i , αnew

j 都在边界上（0 或 C），则取平均值：

b =
b1 + b2

2
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总结

一是裁剪约束，通过区间 [L,H] 保证 αi, αj 满足非负性与软间隔上限，

得到可行解；二是变量更新，利用绑定关系快速计算 αnew
j ，无需重复求解

二次函数；三是偏置更新，根据更新后的 α 重新计算 b，确保分类超平面

与支持向量的几何关系正确。

为何要裁剪，怎么裁剪？

一、为什么要裁剪？——区间 [L,H] 的由来

SMO 处理的是软间隔 SVM（带惩罚参数 C），必须满足两个核心非

负约束：一是自身非负 αi ≥ 0，二是同伴非负 αj ≥ 0。这两个约束共同决

定了 αi 的活动范围 [L,H]，未裁剪的极值解 αnew,unc
i 必须落在这个区间内

才是可行解。

分情况讨论（由 yi, yj 的符号决定）

类别标签 y 只有 ±1 两种取值，因此分两类讨论：

情况 A：yi ̸= yj（异号，如 +1和 −1），数学约束关系为 αiyi+αjyj =

常数，因为 yi, yj 符号相反，等价于 αi − αj = 常数。变化关系为 αi 和

αj 必须同方向变化（同涨或同跌）。下限 L 为不能小于 0（非负约束），也

不能小于 αj − αi（保证 αj ≥ 0），即 L = max (0, αj − αi)。上限 H 为

不能大于 C（软间隔惩罚），也不能大于 C + αj − αi（保证 αj ≤ C），即

H = min (C, C + αj − αi)。

情况 B：yi = yj（同号，如都为 +1），数学约束关系为 αiyi + αjyj =

常数，因为 yi, yj 同号，等价于 αi+αj =常数。变化关系为 αi 和 αj 必须

反方向变化（一个涨，另一个必须跌）。下限 L 为不能小于 0（非负约束），

也不能小于 αi + αj − C（保证 αj ≤ C），即 L = max (0, αi + αj − C)。

上限 H 为不能大于 C（软间隔惩罚），也不能大于 αi +αj（保证 αj ≥ 0），

即 H = min (C, αi + αj)。
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二、怎么裁剪？——clip 操作

将未裁剪的解 αnew,unc
i 限制在区间 [L,H] 内：

αnew
i = clip (αnew,unc

i , L, H)

具体规则为：若 αnew,unc
i > H 则取 H，若 αnew,unc

i < L 则取 L，若 L ≤
αnew,unc
i ≤ H 则保持原值。

三、由 αnew
i 计算 αnew

j

由约束 αiyi + αjyj =常数，对变化量分析可得：

yi
(
αnew
i − αold

i

)
+ yj

(
αnew
j − αold

j

)
= 0

整理得：

αnew
j = αold

j + yiyj
(
αold
i − αnew

i

)
直观理解

yiyj 取值为 ±1，决定了 αj 的调整方向，同号时调整方向相同，异号

时调整方向相反。αold
i − αnew

i 为 αi 的调整量，整体逻辑为 αj 的新值等于

旧值加上符号系数乘以 i 的变化量，保证了
∑n

k=1 αkyk = 0 这个约束在迭

代中始终成立。

总结

一是裁剪目的为保证 αi, αj 满足非负性与软间隔上限 C，得到可行解；

二是区间来源为由 yi, yj 的符号和 αi, αj 的约束共同推导得到 [L,H]；三是

更新逻辑为先裁剪 αi，再通过约束关系快速计算 αj，保证等式约束不变。

SMO 算法步骤 5 与求解结果总结

步骤 5：迭代直到收敛

重复执行步骤 2–4（选择变量→ 更新 αi, αj → 更新偏置 b），直到满足

以下收敛条件之一：所有 αi 都满足 KKT 条件（最优性条件），或对偶目

标函数 W (α) 的变化量小于设定阈值（例如 10−3）。
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求解后得到什么？

1. 最优 α∗：只有支持向量“活着”

大部分样本的 α∗
i = 0，对模型没有任何贡献，可以直接忽略；少数样

本的 α∗
i > 0，这些是支持向量（Support Vectors），它们决定了分类边

界。

2. 权重 w∗：由支持向量线性组合而成

w∗ =
n∑

i=1

α∗
i yixi

w∗ 是分类超平面的法向量，决定了分类的“方向”；只有 α∗
i > 0 的样本才

会被加进求和式，非支持向量（α∗
i = 0）会直接从表达式中消失，因此 w∗

本质是支持向量的加权和。

3. 偏置 b∗：让分类间隔“对齐”

偏置 b∗ 由步骤 4 中更新后的 αi, αj 计算得到（即候选值 b1, b2），作用

是保证支持向量满足 yi(w
∗⊤xi + b∗) = 1，即刚好落在间隔边界上。w∗ 决

定了分类超平面的方向，b∗ 决定了超平面的位置，两者共同确定完整的分

类超平面。

4. 决策函数

最终的分类决策函数为：

f(x) = sign

(
n∑

i=1

α∗
i yix

⊤
i x+ b∗

)

输入新样本 x，通过计算符号判断其类别。

总结

一是收敛判断，通过 KKT 条件或目标函数变化量，确保迭代到最优

解；二是解的稀疏性，只有支持向量对模型有贡献，大幅降低了预测时的

计算量；三是模型表达，w∗ 和 b∗ 共同构成分类超平面，决策函数可直接

用于新样本分类。
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八、决策函数

对于新样本 x，SVM 的最终分类决策由以下函数给出：

f(x) = sign
(
w⊤x+ b

)
= sign

(
n∑

i=1

αiyix
⊤
i x+ b

)

符号函数 sign(z) 定义

若 z > 0，输出 +1（归为正类）；若 z < 0，输出 −1（归为负类）；若

z = 0，可任意定义（通常归为正类或负类均可）。

核心含义

w⊤x + b 是样本 x 到分类超平面的有符号距离，符号决定类别，绝对

值代表置信度。求和式中只有 αi > 0 的支持向量会参与计算，非支持向量

（αi = 0）会被自动忽略，因此预测时计算效率很高。若使用核技巧，可将

x⊤
i x 替换为核函数 k(xi,x)，直接处理非线性分类问题：

f(x) = sign

(
n∑

i=1

αiyik(xi,x) + b

)

总结

决策函数是 SVM 模型的最终输出接口：输入为新样本特征 x，输出为

类别标签 ±1，本质是基于支持向量的加权核函数求和加偏置，再通过符号

函数映射为类别。
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