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1 原始问题 (Primal Problem)

支持向量机（SVM）的核心目标是寻找一个超平面 wTx+ b = 0，在保证正确分类

训练样本的同时，使分类间隔（Margin）最大化。这一目标可以转化为如下的凸二次

规划问题：

min
w,b

1

2
∥w∥2

s.t. yi(w
Txi + b) ≥ 1, i = 1, . . . , N

(1)

其中，w 是法向量，b 是偏置，yi ∈ {+1,−1} 是样本标签。该问题的目标是最小
化 ∥w∥2/2，等价于最大化几何间隔 2/∥w∥。

2 拉格朗日函数的构建

为了将有约束优化问题转化为无约束优化问题，我们引入拉格朗日乘子 αi ≥ 0。

2.1 函数定义

定义拉格朗日函数 L(w, b, α) 如下：

L(w, b, α) =
1

2
∥w∥2 −

N∑
i=1

αi

[
yi(w

Txi + b)− 1
]

(2)

该函数由原始目标函数与约束项的加权组合构成。原始问题可以表示为如下的 min-

max 形式：

min
w,b

max
αi≥0

L(w, b, α) (3)
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2.2 符号逻辑解释：为何是减号？

在构造拉格朗日函数时，约束项前的负号并非随意设定的，它背后的逻辑在于通

过“惩罚”机制确保约束条件的履行：

1. 约束条件的标准化：SVM 的原始约束为 yi(w
Txi + b) − 1 ≥ 0。我们将这一项记

作 gi(w, b)。

2. 违反约束的代价：如果某个样本 i 违反了约束（即 gi(w, b) < 0），那么在内部的

极大化操作 maxαi≥0 L 中，由于 gi 是负数，前面带有减号的项 −αigi 就变成了正

数。此时，只要让 αi 趋向于 +∞，整个函数值 L 就会趋向于 +∞。

3. 强制执行：外部的最小化操作 minw,b 绝不会选择一个使结果为无穷大的解。因

此，这种结构强制要求 w和 b必须满足所有 gi(w, b) ≥ 0的条件。此时maxαi≥0[−αigi]

的最大值只能在 αigi = 0 时取得，即 0。

简而言之，减号配合非负乘子 αi 构成了一个强大的“惩罚项”，确保了优化过程

在合法的可行域内进行。

3 对偶问题的转化 (max-min)

利用拉格朗日对偶性，通过交换最小化和最大化的顺序，我们得到对偶问题的

max-min 形式：

max
αi≥0

min
w,b

L(w, b, α) = max
αi≥0

min
w,b

(
1

2
∥w∥2 −

N∑
i=1

αi[yi(w
Txi + b)− 1]

)
(4)

3.1 求解步骤与梯度计算

1. 内部极小化：首先固定 α，对 w 和 b 求极小值。根据多元函数求极值的必要条

件，令 L 对 w 和 b 的偏导数（梯度）为 0：

• 对 w 求梯度：

∇wL(w, b, α) = w −
N∑
i=1

αiyixi = 0 =⇒ w =
N∑
i=1

αiyixi (5)

该式揭示了最优权重向量 w 本质上是样本点 xi 的线性组合。

• 对 b 求偏导：

∂L

∂b
= −

N∑
i=1

αiyi = 0 =⇒
N∑
i=1

αiyi = 0 (6)

这是一个关于拉格朗日乘子的等式约束。
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2. 代入消元过程：将上述两个结论代回拉格朗日函数 L 以消去 w 和 b：

L(w, b, α) =
1

2
wTw −

N∑
i=1

αiyiw
Txi −

N∑
i=1

αiyib+
N∑
i=1

αi

=
1

2
wT

(
N∑
j=1

αjyjxj

)
− wT

(
N∑
i=1

αiyixi

)
− b

N∑
i=1

αiyi︸ ︷︷ ︸
=0

+
N∑
i=1

αi

=
N∑
i=1

αi −
1

2
wTw

=
N∑
i=1

αi −
1

2

(
N∑
i=1

αiyixi

)T ( N∑
j=1

αjyjxj

)
(7)

3. 外部极大化：整理后得到仅包含对偶变量 α 的最终对偶目标函数：

max
α

N∑
i=1

αi −
1

2

N∑
i=1

N∑
j=1

αiαjyiyj(xi · xj)

s.t.
N∑
i=1

αiyi = 0

αi ≥ 0, i = 1, . . . , N

(8)

4 强对偶性的直观理解

通常情况下，对偶问题的解只是原始问题解的一个下界（弱对偶）。但在 SVM 中，

由于满足以下两个关键性质，两者的解完全相等，即满足 强对偶性 (Strong Dual-

ity)：

• 凸性 (Convexity)：目标函数和约束空间都是凸的，这意味着问题不存在局部最

优陷阱，形状如同一个规则的碗。

• Slater 条件：只要训练数据在数学上是线性可分的（即存在至少一个超平面能完

美分开两类），则强对偶性成立。

得益于强对偶性，我们通过求解计算上更简便的对偶变量 α，即可获得原始问题

的最优分类器。

5 强对偶性的数学定义与条件

通常情况下，对偶问题的最优值总是小于或等于原始问题的最优值（即弱对偶

性）。但在 SVM 中，由于问题具备良好的数学性质，两者可以取到相同的值，即满

足 强对偶性 (Strong Duality)。

为了严谨地说明这一点，我们需要给出以下两个核心条件的数学定义：
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5.1 凸性 (Convexity)

在最优化理论中，一个问题被称为凸优化问题，需要满足目标函数是凸函数，且

约束集合是凸集。

1. 凸函数定义：函数 f(w)被称为凸函数，当且仅当对于定义域内的任意两点 w1, w2

及 λ ∈ [0, 1]，均满足：

f(λw1 + (1− λ)w2) ≤ λf(w1) + (1− λ)f(w2) (9)

在 SVM 中，f(w) = 1
2
∥w∥2 是一个开口向上的二次函数，其二阶导数恒大于 0，

因此是严格凸函数。

2. 凸集定义：集合 C 被称为凸集，意味着集合内任意两点的连线仍在该集合内。在

SVM 中，线性约束 yi(w
Txi + b) ≥ 1 定义的是一系列半空间的交集，这在数学上

保证了可行域是一个凸集。

5.2 Slater 条件 (Slater’s Condition)

Slater条件是确保强对偶性成立的一个充分条件。对于一个凸优化问题，如果存在

一个点 (w, b) 使得所有的不等式约束都严格成立，则强对偶性成立。

严格数学表述：对于原始问题的约束 gi(w, b) = 1− yi(w
Txi + b) ≤ 0，如果存在至

少一组参数 (w, b)，使得：

gi(w, b) < 0, ∀i = 1, . . . , N (10)

则称该问题满足 Slater 条件。

直观物理意义：这意味着训练数据集必须是 线性可分 的。即存在一个超平面，不

仅能把两类样本分开，还能让所有样本点都不落在最大分隔面的边缘上（即所有点距

离超平面的函数间隔都严格大于 1）。

5.3 结论

由于 SVM 的目标函数 1
2
∥w∥2 是凸的，且在数据线性可分时满足 Slater 条件，因

此根据拉格朗日对偶理论，该问题满足：

d∗ = max
α≥0

min
w,b

L(w, b, α) = min
w,b

max
α≥0

L(w, b, α) = p∗ (11)

其中 d∗ 为对偶问题的最优值，p∗ 为原始问题的最优值。这使得我们通过求解 α 获得

的解与直接求解 w, b 获得的结果完全一致。
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6 一份给《数据挖掘》课堂的特别提醒

亲爱的同学们，虽然刚才这段推导看起来逻辑丝滑、公式如画，但这主要是因为

LLM特别擅长模仿数学专家的“优雅姿态”。请务必记住：LLM可以是你的超级助教，

但它偶尔也会在微小的符号或逻辑推导上“一本正经地胡说八道”。

在《数据挖掘》的学习旅程中，LLM 生成的代码和文档只是起点而非终点。请像

检查代码 Bug一样去复核它的每一个
∑
和 α。最硬核的智力成果依然凝结在人类编写

的教材中——那才是不会因为断网或提示词干扰而动摇的真理。总之，要做 LLM 的

驾驭者，不要做它的复读机。毕竟，期末考试时，坐在考场里的可不是那个会跳 Latex

代码的对话框！
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