


线性 空间 vlvec.tn
1 向量空间 )

˙ 集合 S ( set )

注 : 线性空间 是 ⼀个 包含 两个 运算的集合 ( ④ ˙ )

定义
.

设 V 是⼀个 ⾮空集合 ,
12为实数域

。

如果对于 任意 两个 元素 2 BEV
,
总有唯⼀的元素 rev 与 之对应, 称为

a 和 B 的和 记 作 1
8 = 2

.

⑦3.nnnnn.tn 定义①
" 计算 的 结果 为 唯⼀ 值

,
不会 出现 ⼀个 算式

f
多 个 答案

若 对于 任数 ⼊ E 12 与你 元素 2 G V
,
总有唯⼀的⼀个 元素 了 EV 与 之对应

,
称为⼊ 与 G 的数

乘
,
记作

了 ⼆ ⼊ 0 2
.

例 :

v1 ⼆ 122
" i V2 ⼆

RIXJifaotaixtdzxla.az.SE/2!v-x,yGuitfnngmEUz.EC" ) y : ( 以 以 '

⼼ 如 g., 则 ,flXFbtb.xtb.it9⽐上 Cotaxtai
x⑦ y = (

"叫 " 加-
1 fM@gMElbotcstlb.tClxtlbtarixz.tn加唦 ,

-
-_- -_-

_ _
_ _
_ _ _ ___ _

_
_ _ _ _ _

_-_- -_- →

v.MER 1 V2ltaGRV-fxjEVz.liXEU
,

1 不妨设

fn-ataxtdii.nl⼼ 加 1 a.fm 三 b (某⼀个定值了
,

x.ua).
1 或afMEaataa.xtaazi.at( : :) 1

或 a 。 X =
°

(
a"

a I





例 5 V5 ⼆ Rt V-a.bEV.6.KGR.cn ⑦b-abkoa-akaob-abEVbi.to封闭。

koa-akc-V6.io 封闭 。

ˋ a -10 b = ab.boa-baia0b-btl.in ) ˇ

i (a ① b)④ c-aboc-abc.atktcratbc-abci.cz…
" 来 ✗-9ㄨ = & ,

⼆ 九⼆ 个⼈ 存在零元素了
"

:-(

3N.nnrrnnnernerrrrrve-tii.iq?夞 , 即 ⾮1-ii.eu?.nv-rnnnnnrnnnne:NM)a=aMM--d-aM=ataM=xatuai
(7) ✓

-

: ⼊ ( atb ) ⼆ ⼊ ab ⼆世⼋ àb = àtb⼊
⼆ ⼊叶 ⼊b.

例 6
. V7 = 1 I. ⼗ ⼆ .tkER

,

⽐ ⼆

i ⼗ ⼆

, 云 ⼭ ˇ

" ! ( ⼗ 了 ⼗ = ⼗ = ⼗( ⼗ ) ⼆ ⼗ ⼆ :-(210

ˋ : 令 ⼗ 九 ⼆ i. x = i. 存在零 元 i. (3) ✓

-

: 全 t y = :
- 1 =i.ae:1。

⼆ ⼈ (5)✓

ˋ
: ⼊ (M ) = ⼊ ⼆ (⼊M ) ⼆ i (6) ˇ

T (⼋ ⼗ M 7 ⼆ ⼊ t.lt ⼆ ⼗ ⼆ i.MU

" ⼊ ( ⼗ ) ⼆ ⼊ ⼆ ⼊ ⼗ ⼊ ⼆ t ⼆ i. (8) ˇ



线性 空间 的性质
,

⼭
,
零 元素唯⼀

证 : 没有 两个零元 Q
,
02

.

i
- 0 . ⑦ 1- 0 ,

i.回⑦ 02 = 0
2

.

i
. 0

、
⼆ 0
2

: 零向量 唯⼀

队 负 元素唯⼀
涵 设了 , 8 均为 ⼩的 负元素

则 2 ① B = 0
,

2 10 8 = 0

802⑦ p = 8

:-(吧 2) ⑦Fr
六 0 ⑦ F 8

即 B = 1
: ⼀ 负元素 唯⼀ _

B)
,
002 ⼆ 0 ; (- 1 ) 2 = -2 ; ⼊ ⼆ 0 .

证 ⼆ ⼩ ⼗ 002 ⼆ (1 + 0 ) 。 2 = 1 0 2 = 2

i . 0 0 2 = O

t" ⼩ ⼗ ⼩ ⼆ (⼗) ⼩ t 1 . 2 = ( 1- 1 )2 = 0 - 2 = 0 .

i.tl ) 2
= -⼈

⼊ 0 ⼗ ⼋ ⼩ ⼆ ⼊ 1 0 + Q ) ⼆ ⼊⼩
,

六 ⼊ 0=0

(4). 如果 ⼊2 = o
,

则 ⼊ : 0 或 20



线性空间 的 ⼦ 空间 。

定义 没 V 是 ⼀个 线性 空间
,

⼈ 是 ˇ的 ⼀个 ⾮ 空⼦集
,
如果 ⼈对于 V 中 所 定义的 ⼒ " 法和

数乘两种运算 也构成 ⼀个 线性空间 , 则称之为 V 的 ⼦空间
。

定浬 线性空间 U 的 ⾮ 空⼦集上构成 ⼦空间 的 充分 必要条件 是 :tetln 线性运算-
5圭逊 -

只要证数乘和 ① 的 封闭性
。

(3). V2 EL i. 0 0 2 =OEL.ru
411 , V2 EL i-2Eid.CL 。

例 : 作业 题 -

A : (
a " ⽐2

) 13= (bnb.edu
-a.

bu-bn7.CI/ttB=(a11tbnQ12tbizd2ltb2ltantbnDi.Cl1tCzz=O
1丑

GCRCziczzER.i-MB-c.GL
_



例 R
"
的 下列 ⼦集 是否 构成⼦空间 ? 为什么 ?

⼩
,
⼼ = 1 ( ! ! 别 b.c.de 121

121 Wz://abooodlatbtc-o.a.b.cc-R.li

解 : ⼼ 设 UA.BE Wi

A t B = (
1 b 1 0

0 a d ) + ( 1 以 o

o s d .
)

= (
2bitbooatczd.dz) 4 W ,

⼈ 不构成
(2). -.- -_-

AtB-fatnbtb.coia.tb.tc.iooc.tl:)aztbztcz-oi.ataztbitbztatcz.IO

即

MBEWI.k.AE/Mikb10 i-kaitkb.tkCFklatb.tl )
o o ka ) = 0

i.

KAEW2.ie
构成



请求解⑦次线性⽅程组 ,

x,⼀双 ⼗ X40

1 113 - X4 = o | A-X.ME 0 2× 1

-

o o i +)
.

A : ⾏最简 形A://toix.us 基本 未知量
。

xz.nu ⾃由 未知量 ,

'瀏 "们 作
…

ㄨ3= X 4
.

取 潮 们 和 (i)
得 两 向量 : 㣺 们 , 72

⼆们
ii) 7、 , 只是线性⽆关的细解向量 。

ii) 任意 ⽐⼆0 的解何量均 可 由 9、 , 只线性表 出
,

基础解 系 ! i. 通解为 kyitkzqz.k.kz ER 。

联系 : V4 ⼆ R
"
( 关于 普通的向量 ⼗、 . )

,

t.EU
, 其中 L = 1 × 1 贆平以

6 判断 上的 运算封闭性 :

' ˇ

.00 ① : 0 ⼩ , 加 E L
,

则AXi-0.Axzoi.MX
、⼗加) 。

即xitxzELOn-UKER.x.GL
,
则

AXFO.i.AM/FKAXFo:.kXiEL.lxlAx=oi
* 解鶽 空间 !



空间 的基
称 7 , 与 72 构成上 的 ⼀组基

"

州.tk272

炽垢不

定义 1 : 在线性空间 冲 , 如果存在 n 个 元素
,

2、 ,
⼜ 2 , - 2n

.

满⾜ :

⼭ ⼈ ,
⼩ 2 , ⼀-2

n线性⽆关
E) . V 中任元素 ⼜总 可 由 ⼩

,
22

,

…

,
不 线性表示

那么 ⼩ , ⽔ ,
… 2 n 称为 线性空间 V 的⼀个基 ,

n称为线性
空间 的维数

⼀

例 1 : V12
了

, 求出 V的⼀组基
.

E. ⼆ 们 红 ⼆ 们 的⼆ 们
Diml V1 = 3

. 如何论证 ? 化的
(i). KE.tkEztk383 ⼆ 0

, 只能 有 K.kz, 1, 全为 0

元 G.GG 线性⽆关
,

(i). UXEU , 不妨 设 个 倒 ,
则 ⼩ aatbE.tt,

例 2 : UREn-laotaixtazxlaona.my ,
求出 ⼀组基

E. = 1 Ez-x.EET.li
l.kiltkzxtksxEO-o-sk-kz-o.li)

,
UXEU

, 不妨设 X= m ,

则 m-a.tn/tazx2



例 3 0 = 1 了 定义 如前
,

求出 ⼀组基
不存在

不满⾜ (i) ! kl i 线性相关 、

例 4
.

^ 不

断
L: 过原点的 ⼀个 平⾯ 中 所有 向量

,

LER-fyfx.y.EE121,t ,
以 论证 ⼈ 是 123的 ⼦空间 ,

X
(2). 给出 L 的 ⼀组基

(2) 不妨设该平⾯ Axt Bgtcz :D A.B.ci 法向量
、

㳡原点
,

代⼊ 原点得 :D⼆ 0 .

i-AHBytcz-o.CAT 0 ) ,
解该⽅程 ㄨ = ☆ ytfz.info/xt3y-3zE0.理解。

7 1
= (剘 , 7EǗ! 4× =

- 3 y
-1 32

,

n_n +称
,…… … ,
0

i L 的 ⼀组基为 7 . , 72 .

" 上 1 M X = 0 1
✗憾

,

⼼ ( A 13 C)
。

" 同 上 可 证 封闭性 ,



维数为 n的 线性空间稝唯线性空间 ,
记作 Vn

,

当⼀个 线性空间 V 中存在任意多个线性⽆关的 向量 时 , 就秫是⽆限惟 的
,

注 : 以 基不唯
-

12 )
-

基所含 的 元素的 个数唯⼀ (维敦 )
, 类似 : 极⼤⽆关但不唯⼀ !

(3⼈ 不同的基之间是等价的

例 2 : UREn-laotaxta-laonazc.pl , 求出 ⼀组基
E. = 1 Ez-x.EE不

可能的基 : 0 1 , rx.mn ✓

② 1 1 5.x ✗ 没有 ⼆次

③ ⽔ 1 , 奸 1 ✗ 数量不对 i

④ ⼼ ,
如1.x ✓

向量组的 极⼤⽆关组 。
( 向量组间的 等价性)

o 2 . ,⽔ ,
⼀⼩

, P … … Bs 中 的 ⼈ , -2 r 满⾜ 和 2,
…⼈线性⽆关

> iii. 任何 ⼀ 者阿由2… ⼩表出

则 ⼩ ,⼼ ⽔ 为最⼤ ⽆酒※ E.
,
红

, E3 .
R

, B. … B。 满⾜
,
则 E.

,
红

, s为U的⼗⽇基
△ 向量组中的 极⼤ ⽆关但不是唯⼀的 , 但是 不同的极⼤⽆关组 中 的 向量个数是相同的

,

这个 个数

称作 向量组的 秩
"

r ( )

※ 基不是 惟⼀的 ,
但是这组基中 的 向量个数是确定的 , 这个 个数称作空间 的维度 d.im⼼

,

线性空间的 ⼀组基 ,

△ 如果向量组n_n 与 ⼀组已知的极⼤⽆关诅 ⼈
, ⼀⼈ 等价, 则 n_n 也是 ⼀个极⼤⽆关伹

,

※ 如果 P
, 1- 1款 与 ⼀组基 ㄠ = 1

, Eix.si5等价, 则 1 , ⽐ , ⼼也是 冲的诅基

证 : ㄠ = 1 - 2 、 ⼗ 022 ⼗ 0⽔
、

向量但⼈
,
⽔
,
⼩ 了 可以表出 么 , Ez.SI ) 1

92 = 1 - d i t (- 1 )22 t o -23
,

为处G.GE, 可以 表出 ⼩ , 22,2, ⽐) !
E3 = 1 - ⼩ , to.dz ⼗ 以23.

: ⼀ ⼩ ,
2 2 , ⽔ 与 ⼀组 已知的 基 么

,红, 等价 ,

i. 其成基



元素 在 给 定基下 的坐标 ,

定义 : 设⼈ , 22 , … ⼈是线性空间 Vn 的 ⼀个基
,

对于 任⼀ 元素 2G Un , 总有且仅有 ⼀但

有序数 ⼼
,
加 ,
- xn 使

,

2 - x, ⼜ , ⼗ 九222 ⼗ -_- t Xndn
,

有 序数 '

国 ⻜ , 加 ,
… 不 称为 元素 ⼜在 ⼈ ,

2 2
,

⼀

,
2 n 这个 基 下 的 坐标

,
并 记作 2 = ( x , ⽼, -_-

,
加 )?

证唯⼀ : 设G.tn为 V的
⼀

但基
,
2 Ev

,
在基 下 有 ⼈= ( E. , …幻 (剡 和 ⽔ ( G.tn ) (别 ,

下证 :

xiy.in xriyn

证 : 2 = X.E.tk

E.ti.txnEn-y.E.tyzEzt-tynEni.ati)

E.t-tlxn-ynhio.ci
E.

,
-_- En 线性⽆关

i. ☒ -91 ⼆ 0

i.XFqxn-xn-yn.li
xmyno

⼀个 向量所 对应基 的 定标
例 : 已 知 ㄠ = 1 . 红x.si 是 让 R[划了 的基

⼈ ,
= 1 = 1 t.it 0 EztoE31-CE.si

, 幻化) (记号)

| 22 = 1 - x = 1 . E.tc-n.qzto.s-G.us 纱
,

⼩ 了
⼆ l T = 1 ˋE , +0ㄠ t (t ) E 3 = ( G

, E, S)么 !

V 的 诅基 么 , t.n.lt2EU , 都有 2 = a.E.t-tanEn-lE.i.sn)(彭
每 ⼀个 向量 2 ,

在给定的 ⼀组基下 , 都有 对应的坐标 (彭
研究2,2223 的 相关性 , 可以找到对应的坐标

,
看其坐标向量 之间 的 相关性

,

例 : EFI.E-5.EEX,

则 ⼈ ,
= ( 1 1

0 1 0 ) 2 2 = ( 5 1 0 1 0 ) 23 = ( 0 1 1 1 0 )
,

i. 2、 ,⽔ , ⽔ 线性相关
、

即 G.GG 线性相关 ,





例 在肶了 4 中 取两个基。

2 FPTZXEX p = 22
3
+ 2年 1

2 2 =双好⼗ Xtl Piftzxt2 .

23 = -Ptzitxtl f , ⼆ 243+炷ㄨ+ 2

24 = -⽔ ✗涃 B4 = x
3
-1 35t X-1 2

,

求坐标变换公式 ,

(⼩ , ⽔ , -
2n )= ( p i , 冷 ,

… Pn ) P ,

* EFI.EE

x.Ezix.GP.la/2z,.--2n)-(Ei,EziE3,E4)A(Bi,Bz,---,fn)=(Ez,Ez.E3.E4) B
i. (⼈ ,

⼈
,

… 2n ) =(G,
Ez

, 3 .
94)

B-P.i.A-B-P.i.fi/5.A-









线性变换 : v → r

v (变换)
v

原曒。⼀.io
唦!

'器
线性变换 : dlkxtmkbtPAP.SC对 B)⼆⽇⼜ ⼗中 ,

和的像 = 1家的和
A ( k2 ) = K82

-

两个 典型 的线性变换的例⼦ (分别定义在R"和Rnn) 、

例 1 : V = R
"

, 线性变换 131投影变换 )
,

乃 是 固定的。

[定义了 V2 Ev 13121 E
'"'
- P, ⼀把 2投影到 上

.mn
△ 分析 当 以2时 , Pp ( ) 的 平⾯⼏何意义 ,

△ 这个 变换 与 schmidt歧化之间的联系
,

是
1

、

解 : v_v j.no
⼩ ns.SB?e.p.lPiP)
器, B = 12

HPlascb.pl?l1P1i=lNcos@B)lT.P)
验证 : v-2.VE

VV-RER.cn, P =
12 . B ) +( n ,

(i). Pp ( 2+ r ) =
""' "

织,
B = B ( 2 ) ⼗⽉ (8).

(ii) _ Pp (1<-2)=-42'-5 p =
K 12,

⼀ )
B = 143 12 )

(B , B)



倒2 iv-RT.rs ,
线性变换D ( 微分 (商 )变换 )

[定义了 UXEV , 不妨设 义 ⼆

ata.xt-tantXHDL2Fa.t2azhtn.tl
n_n antx⼼ ( 同 f'以 定义 )

。 如何验证上述定义的 D 是 V 上 的线性变换
、

验证 A 是变换的 证明逻雅 : 02EV.AM EV 1 变换⼩ S → S ⾃身 ,
否则只叫映射)

验证 : v-2.BE v

不妨设⼩⼆

aotaxt-tan-nMP-botbixt-bntxnt.li
) ⼩ tB@tboHla.tbnx t … ⼗ (amtbn.pt/7l2TB)=autbit2la2tb2)xt--tcn-l)(anytbn-.)X"

⼆ aitzazht-tlMMMT2tbitzbz.tt … t (M) bntx
"2

- D (⼩ ) t P ( B )
,

(ii).

UKER.kkkaotka.xt-tkamxntDCKXFKaltzkazxt-tlrnk.am X"
⼆ klaitzaxti.tln_n anux

"

)
= K 17⽇ )

,







练习 : ( 课后 P222 . 7 1 4)

湖 是发上 的 线性变换
、

A (别测 , A们将
问 : ① 取处 们 , 加⼆ ?

② 求A在基eil.li191 , 下 的矩阵

解 : ②.in 贮 Lle.ie:) ⼆ L 1 2 . ,
22)

.

2 、
⼆问 ,

22⼆ 们
021⼆ 作5etc-neica.es们 psnnnnru

也是坦基
、

""的 22 = _ _ _ _ _
_
_ ca ,⼀到 1

⽇义加⼈ 化⼼经)
、

8⽇ 1 . 22) =402) (今 到䢕 ) (北 ,北2 ) = e , a ) ( ? !
(iv) 2 、

⼆ 问 ⼆ l.at3.eile.es)们
,

类似的 ⼈⼆ le.es钔
i (⼩ , 221 ie.es) 《 引 简记为 1⼈ ,

22) = 19 .
a) 12

(⼜ 1122717

la.cz?Acenezi'Alnmi).ilaez)f)Dt.10U2=lg)i=lG,0
2)们

的 2 = le.ie》 A -(G)



Taglor 展开 1抋为⼀ 实连续可 微函数
,

x。 为 ⼀常数
fcxr-fcxitfix.in/-x)tflx-xitf-lx-xi+oix-xj

把抋特殊化
,
取 fixitRED3.lt f⼼ ER[划了

,

不妨设 gflXFailtaixtaz.it a,好 ,
依 Tghr展开 ,

当取⼼

flxkfn.it抓灬 + 誓以1 )
2

+ 梦必 )3
_ _ _ _

zs 同⼀个拟在基 1.x , ⼼ 》和 吕坦基f) =

a.tataztd3flxj-atzaxt393ifjata.tn l
,
以 1 ) ,

"

为
"

,
不 ⽐⼗)

3

下 有 不同的| f"( x ) 292 t6a3X.fi, ⼆ 292 ⼗ 693, 坐标
。

f ' " IX) ⼆ 693
,

f
"

的 = a,

排 11.x , ⼼ 们倒 𤦉 ( 1.*1 ,进
,

'粥隙!别
a f,

例 : lEREn-Lll.X.MX了 , 线性变换 17为微分变换 ,

请问 : 微分变换⼝ 在上述两组 基下对应 以及两个短阵 之间 的运算关系
DEFOIOE.TOEzt 0Gt 084

1792 = 1 = 1Gt 0Gt 0Gt 084

DG = 2ㄨ = 0Gt 2Gt0Gt094
,

.DE#=3xEoE,t0Ezt3E3t0G

i) 由 右侧
171 1.x , ⽔ ⽔ ) = ( 1⼼⼼ ⼼ 信譏 :)

求 171 1.x-1 , 爽 ,

㗘) = 灬 , 戒 , 避) ( B. )
( 1 , ⼼ , 望

,
酚 ) = ( 1

, X ,
好

, P ) (
' " 三

' t
0 瀡 )0

0 0 0 t



D 1 = 0 = ( 1 , ⼼ ,i
, 戒 )微

勿⼼ ) = 1 = 1 - s 信 )
》 (望 ) = *1 = ( … … 烆
》 (这咋 去灬

2

= (⼀炒了 !

" Bfiǒ:-)
,



例 AXEAX.br 是 以 12
"

上 的线性变换
,

已 知 A : Ad ⼆ ⼊X ,

你⼊E1 X - 0
特征向量㶥 0 .

1AXEKO , 求 出⼊
,

A 定义在 让的线性变换
,

A 2 = ⼊2

例 1 :
17 是 以 肚灯了的 线性变换

,
求 17的持证值和特征向量

RER
, k 是特征值为 0 的 特征 向量 ,

例2
. 1万 是 红 内的投影 向量

、

ppckpykpf.rs 是特征值
为 1的特征 向量

_

T.FI
, pi 中 ( P"的 ˙的 ⽐⼲ 0 ) 是 特征值 为 1的特征向量

、

PplkPFOI.PT (1<=10)是特征值 0的特征
⼆ 。 KP 向量

,

⼀般性的计算 ⽅法; (如下 ) _

Vn冮 (G ,

⼀

, 幻
,

2 = ( G ,
⼀

, G)您! A2=⼊义 ,

懸
⼼噝

E-Enet.lia.tn)⼜微
AX_X
正

⼜在基么 ,
Ez.tn 下的坐标僁!






